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Alle bisherigen Codes wurden als binar betrachtet, dazu reichten die bisherigen Kenntnisse zu
GaloisfelderrsKq) =F, mit g = p = prim und insbesondere =2 aus (simples Reamoeiulop).

Leistungsfahige Codes (und insbesondere Codes zur BlndeKamlektur) erfordern jedoch g>2,
typischerweise q =8= 256, d.h. alle Infaund Codesymbole sind 2&58ufig (einem Byte entsprechend).

AulRerdem sind weitere Konzepte wie SpektraltransformationerGalbisfelderrerforderlich
um RS und BCHCodes ubersichtlich einzufthren.

Bevor ein kurzer Einblick in die Welt dealoisfeldererfolgt, wird an einem Beispiel erklart
warum hoherstufiges q die Voraussetzung fir leistungsfahige BlundeHebriegierende Codes ist.

WahrendGaloisfeldeund R$BCHCodes im Buch ausfuhrlich behandelt werden, konzentriert sich
die Vorlesung auf die Anwendung: welchen Schutz/Verbesserung kann man mit diesen Codes bei
der digitalen Nachrichtenltbertragung tberhaupt erreichen und was ist dabei zu beachten?

A Viele Systeringenieure werden mit diesen prinzipiellen Fragen konfrontiert,

A aber nur ganz wenige werden einR8BCHDecoder selber bauen/programmieren.

Deshalb werden die Decodalgorithmen und Details dé€saloisfeldenur im Buch aber nicht in der
Vorlesung thematisiert.
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Esexistieren (Begriindung &v):
Korrekturfahigkeit (pro Wort)

BCHCode (63,45,%) Y t=3Bits
RSCode (15,11,5) U (60,44,5) Y t=2 Symbole

[Jedesl@stufigeRSSymbol wird durch 4 Bit@prasentiert}

Inder binaren Interpretation verlangern sich n und k um
den Faktod, aberd,,;, bleibt gleich

Beispiele fur Fehlermuster:
e =0000 11111111 0000... BCHversagt /RSkorrigiert
e = 0001 0100 1000 0000 ... BCHkorrigiert / RSversagt

Also
BCHkorrgiert3 Einzelfehler oder 1 Buindelfehler bis zur Lange 3 abhangig von der Position
RS korrgiert2 Einzelfehler oder 1 Blndelfehler bis zur Langgataftier) oder 8 (nay) - des Biindelfehlers relativ
Fazit zu den 4eiBitgruppen
BCHoesser alRS beiEinzelfehlern
RS besser al8CHoei Bundelfehlern

Der Vergleich beider Codes fiair, dennCoderateund Blocklange (in binarer Interpretation) sind ahnlich.
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Ein Galoisfeld F, ist nach Abschnitt 3.1 ein endlicher Korper mit ¢ Elementen.
Galoisfelder existieren nur fiir ¢ = p" mit einer Primzahl p und einer natiirlichen
Zahl m. Praktisch ist fast nur der Fall p = 2 und ¢ = 2™ interessant.

Fiir m = 1 kann E, als aus den natiirlichen Zahlen 0 bis p — 1 bestehend
aufgefaf3t werden:

F,={0,1,2,....p—1}

Additioﬁ und Multiplikation modulo p. (6.1.1)

In Beispiel 3.1 wurde schon gezeigt, dafi [F, so nicht konstruiert werden kann. Fiir
den Fall m > 1 ist eine andere Methode erforderlich, die in diesem Abschnitt
am Beispiel [, demonstriert wird.

Nach dem EinflhrungsbeisplgFGKR4) folgt eine Kurzdarstellung des allgemeinen F#H&Rp™)
und danach wird das dann nochmal an den BeispiEle&K2%) undF =GK2% demonstriert.
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Darstellung (1): Setze F, = {0, 1, 2,1 + 2}. Dabei ist 2 eine abstrakte Grofie
mit der Eigenschaft z* + 2 + 1 = 0 und es wird modulo 2 gerechnet, d.h. es gilt
beispielsweise

141=0, 24+2=0, 22+4+z°=0, =14z

Damit ergeben sich folgende Verkniipfungstafeln fiir Addition und Multiplikati-

Ol
+ 0 1 2 1+z : 0 1 2 1+2
0 0 1 2 1+=z 0 (0 O 0 0
1 1 0 1+z =z 1 |0 1 z 14z (6.1.2)
2z 2 1+z 0 1 2 |10z 1+z 1
1+2 142 =z 1 0 1+210 142z 1 z

1 1

Hierbei gilt beispielsweise (1+ z)~' = z und z=' = 1 + 2. Man kann alle Eigen-
schaften eines Korpers aus Definition 3.1 verifizieren.
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Darstellung (2): Setze F, = {0.1, 2, 2%}. d.h. F, besteht aus 0 und den z-
Potenzen von 2V bis 2772, Es ergeben sich die gleichen Verkniipfungstafeln wie
bei Darstellung (1), wobei lediglich 1+ 2z durch 2? ersetzt wird:

+10 1 2z 22 o1 2 22
00 1 2z 2?2 0/0 0 0 0
1|1 0 2 =z 110 1 =z 2? (6.1.3)
21z 22 0 1 210 2z 221
222 2 1 0 210 221 2

Beispielsweise gilt 2° = 222 = z2(z 4+ 1) =2+ z=1und 272 = (»*)"! = 2.
Allgemein entspricht die Multiplikation in F; der Exponenten-Addition modulo
3 in den natiirlichen Zahlen:

Zi . ZT _ Zi+r modulo (q—l). (614)

Da alle z-Exponenten modulo (¢ — 1) betrachtet werden konnen, kann [, auch
als aus 0 und der Menge aller z-Potenzen bestehend aufgefal3t werden. H
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Darstellung (3): Mit der direkten Entsprechung kg + k12 = (ko, k1) kann auch
F, = {00,10,01, 11} gesetzt werden. Der Darstellung (1) entsprechen dann fol-
gende Verkniipfungstafeln fiir bindre Vektoren der Lange 2:

+ (00 10 01 11 - |00 10 01 11
00100 10 01 11 00 | 00 00 00 00
10110 00 11 O1 10100 10 01 11 (6.1.5)
0L [0l 11 00 10 01100 01 11 10
11111 01 10 00 11700 11 10 01

Die Addition in [F, entspricht hier der komponentenweisen Vektoraddition. W
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Es wird jetzt die Darstellung (1) oder (2) vorausgesetzt. Durch elementare
Rechnung ergibt sich

(r—2)(x—2°) = 2 +a(z*+2)+2-2° = 2°+ax+1 = pla). (6.1.9)
Das Polynom p(x) ist irreduzibel iiber |, aber in F, zerfillt p(x) vollstindig in
Lincarfaktoren und mit der ersten Nullstelle 2 liegt auch die weitere Nullstelle
7% in F,. Weiter gilt

(1 =2 -2 -2 = (@+D@*+2+1) = 27 -1, (6.1.10)

d.h. das Produkt iiber alle Linearfaktoren zu den z-Potenzen ergibt das Polynom
~1
it — 1.
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Satz 6.1. Zu jeder Primzahl p und jeder natirlichen Zahl m existiert ein pri-
mitives Polvnom p(x) € E, ||, vom Grad m mit Koeffizienten aus F,, das irre-
duzibel iber I, ist und folgende Eigenschaft erfillt:

Fiir jede abstmk‘te Nullstelle z von p(x), also p(z ) — 0, sind dien =p™m —1
Elemente z', 2%, ..., 2L 2 alle verschieden mit 2" = 1. Die Nullstelle z
heifst Dl“lIIllthQS Element bzuw. erzeugendes Element fm dze multiplikative Grup-
pe von Em. Fiir Em ist neben der bereits aus (6.2.2) bzw. (6.2.6) bekannten
Komponentendarstellung auch die Exponentendarstellung (6.2.7) mdglich:

m—1
Fpnt — (Iz e
=0

darstellung (6-2-6)

} Komponenten

5 | Exponenten
— {sz, 220 =2 = 1}

darstellung (6-2-7)

Dabei wird modulo p und modulo p(2) gerechnet. Bis auf Isomorphien (Umbe-
nennungen) gibt es zu jedem q = p™ nur ein einziges eindeutig bestimmtes Ga-

loisfeld und fiir alle anderen Werte von q kann prinzipiell kein endlicher Kdorper
existieren.
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Tabelle 6.1. Primitive Polynome iiber 5 bis zum Grad 24

Beispiele
die hier behandelt werden:

F:=GK28) ist der wichtigste Fall:

m | p(x) m | p(x)

1 |xz+1 13l vt 3 041
2 |2 +r+1 4o+ 2%+ 25+ 241
3| +xr+1 15| + 041

4 |zt +xr+1 16 |0+ 22+ 03+ +1
5 | 2° +x%2+1 172"+ a3 +1

6 |25 +xr+1 18 | ¥+ 27 +1

O N e | 19 |29 £ 2> 2212041
S |al 4+t 4+ +22+ 1120|220 + 23 +1

9 |22 2t 11 21 | 22t 22 11

10 20+ 2% 41 22 | s 4+ +1

11|z 2241 23 | 223 + 25+ 1
12124+ + et v+ 1|24 |2+ 0"+ 02+ 0+ 1
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Satz 6.3. Ls sei p(v) € F,|x],,, ein primitives Polynom vom Grad m und z ein
primitives Element fir Em» und|n = p™ — 1} Dann sind die Nullstellen von p(x)
alle verschieden und explizit durch die z-Potenzen wie folgt gegeben:

m—1

plx) = H(:C — 7. (6.2.12)

1=0

Uber B, ist p(x) also irreduzibel, wihrend es iiber B, vollstindig in Linearfak-
toren zerfdllt. Auch das Polynom x" — 1 zerfdllt iber E,» wvollstindig in Linear-
faktoren, wobei die n Nullstellen genau E,m\{0} ergeben:

n—1

"t =1 = H(az — 2. (6.2.13)

1=0

Entsprechend ergeben die Nullstellen von x? — x genau Fym. Die 2" werden als
n-te_Einheitswurzeln, 2" — 1 als Kreisteilungspolynom wund F,» als Kreistei-
lungskorper oder Zerfallungskorper (splitting field) bezeichnet. Das primitive
Polynom ist ein Teiler des Kreisteilungspolynoms.

Ausblick:

BeiRSCodeswird g(x)
genau aus bestimmten
Linearfaktoren (52)
bestehen und h(x) dann
aus den restlichen
Linearfaktoren.

BeiBCHCodessind die
Linearfaktoren so zu
wahlen dass g(x)
Koeffizienten irGKp) hat
wahrend bei derRSCodes
die Koeffizienten iGKp™)
liegen drfen.
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Analogie zu den komplexen Zahlen:

Z cbsThakfe &)ﬂ\&wb LOoa ﬁ(x)fxzf'@ alto %2-6-/(.-::0
Dt Mg/(%' JECL\ C awo (R O C:{ feo%ﬁﬂ 2:’ QO, f% ef&}
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Jsz\f\m((o / (<(@{;§"e;(u.\4.?3 ()o(ahgm( \_ nk

Wahrend hier fur die beiden verschiedenen Terme j argdj2p/n) jeweils der gleiche Buchstabe
verwendet wurde, hat z bé&baloisfelderrkeine unterschiedlichen Bedeutungen und es gilt-A=q
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Beispiel 6.4. Iy = Fs mit n = 7. Es gibt ¢(7) = 6 primitive Elemente und
©(7)/3 = 2 primitive Polynome. Nach Tabelle 6.1 wird p(x) = 2*+x+1 gewéhlt.
Fiir das primitives Element z gilt also 2° + 2+ 1 = 0 bzw. z° = z + 1. Durch
Potenzierung von z ergibt sich:

Zl
2
3
4

ot

G2t W
4 5e %

Somit gilt fiir die

Fe={0,1,2,1+2 2% 14+2% 24+ 2% 142+ 2%}

2+ 1

2+ 2

2+ 22 = (z+1)+ 27
P42+ = (z+1)+2242
2+ 2 = (z+1)+2

Z

22

2+ 1

22 4 2

224241

2241

1

Komponenten- und Exponentendarstellung:

— {k‘o -+ klz + kQZQ ‘ koj k?h k’-g - Fz}
={0.1,2, 2%, 2%, 2%, 2", 2L

Z.

0

Ko
0

PR PR ORFRO

1

ool i ol )

Ky Ko

ORrRFRPRFRPRORFRO
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Verkniipfungstafeln fiir die Komponentendarstellung;:
+ | 000 100 010 001 110 O11 111 101 - {000 100 010 001 110 011 111 101
000 { 000 100 010 001 110 011 111 101 000 | 000 000 000 000 000 000 000 000
100 { 100 000 110 101 010 111 011 001 100 | 000 100 010 001 110 Ol11 111 10L
010 | 010 110 000 011 100 001 101 111 010 { 000 010 001 110 011 111 101 100
001 {001 101 O11 00O 111 010 110 100 001 {000 001 110 O11 111 101 100 010
110} 110 010 100 111 000 101 001 OI1 110 {000 110 011 111 101 100 010 00L
Orrjot1r 111 001 010 101 000 100 110 011 {000 011 111 101 100 010 001 110
111111 o1t 101 110 001 100 000 010 1111000 111 101 100 010 001 110 OIL1
101101 001 111 100 011 110 010 000 101|000 101 100 010 001 110 Ol11 111

Verkniipfungstafeln fiir die Exponentendarstellung:

Einfaches Addieren: komponentenweis®dulo 2

+10 1 z z¢ 25 22 2 2
010 1 =z 22 28 22 20 20
111 0 22 2% 2z 22 24 22
2l 20 21 22
22122 28 24 0 22 2z 21
B2 2 1 2 0 25 2 A
Al 2 22 o2 20 1 2
Pl o2t 28 21 0 2
128 22 2 1 24 2 2z 0

0 1 2z 22 252 2 22 28
oo 0o o0 o0 0 0 0 0
110 1 2z 22 23 24 20 ;6
2|0 2z 22 o o 81

210 22 2 o2 2 1 2
210 22 24 2 26 1 2z 22
210 2 22 2% 1 2z 22 28
D10 22 286 1 2z 22 22 24
10 25 1 2z 22 28 2 2

Einfaches Multiplizieren: addiere Exponentandulon-1=7
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Nach (6.2.12) hat p(x) die Nullstellen z, 2%, z* und somit gilt
(2 —2)(x — ) (x—2") =2+ +1=p).
Nach (6.2.13) gilt:

1T —1=(r—1)(r—2)(x -2 —-2) e - —-2")(x -2

- :\(a — 1) \(1 — ) (v — ) — zj‘l\(a — (= 2 (a0 — 261.
w1 w41 vt 4t 41
|

Damit erscheint das primitive Polynom als irreduzibler Faktor im Kreisteilungs-
polynom. Auch 2 +x%+1 ist ein primitives Polynom.
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Beispiel 6.5. Fg = F: mit n = 15. Es gibt ©(15) = 8 primitive Elemente
und (15)/4 = 2 primitive Polynome. Nach Tabelle 6.1 wird p(x) = 2* + 2 +1
gewihlt. Fiir das primitive Element z gilt also z* + 2+ 1 =0 bzw. 2 = 2 + 1.
Durch Potenzierung von z ergibt sich:

2t = = 2

2 = = 2°

B _ 3

o= 241 = z2+1

P = 2*+z = 2°+z
2= P42 = 2%+ 27
20o= 4 = (z+1)+2° = 2 +z2+1
2 = A4+ = (z4+1)+22+2 = 22+1

29 — Z:3+Z _ ZI3+Z

A0 = 4 2? = (24+1)+2° = Z2+z+1
A= P44z = 2+ 42
P2 o= 4R = (z+1)+2°+277 = 2+2+z2z+1
2= A4+ 24 = D)+ 42+ = 24241
M= A4z = (z+1)+z + z = 22 +1

25 = 4z = (24+1)+ = 1 = 2.
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Somit gilt fiir die Komponenten- und Exponentendarstellung:

Fio = {ko + k12 + ko2? + k32” | ko, ki, ko, k3 € By}

— {0,1, 2,22, 28 24 25 o0 T o8 0 SI0 Ll 12 13 1y
Nach (6.2.12) hat p(x) die Nullstellen z, 2%, 2*, 2% und somit gilt

(x—2) (2 —2) -2 —-) =2 +a+1=p).
Nach (6.2.13) gilt

2 —1=(x—1)(x—2)(0—2%) (v — %) (-2 (- 2").

Das Produkt von speziellen Gruppen von Linearfaktoren ergibt Polynome mit Koeffizienten aus GF(2).

Diese Polynome ergeben dann die eindeutige Zerlegung des Kreisteilungspolynoms tber GF(2) in irreduzible Fakt
Uber GF(16) zerfallt das Kreisteilungspolynom jedoch in 16 Linearfaktoren.

Diese Zusammenhéange sind wichtig flur BCides, werden aber nur im Buch und nicht in der Vorlesung behandelt.



6.5 Spektraltransformation a@aloisfeldern Teil 5,Seite18

RS und BCHCodes konnen mit der diskretéfouriertransformationDF) kompakt und
Ubersichtlich beschrieben werden. Zur Zeit der Erfindung dieser Codes (um 1960) war das
noch nicht tblich.

Vor Einfuhrung deDFTauf GKq) hier eine Erinnerung an digr-Tauf den komplexen Zahlen
= (QQ}’ /)Q'V"> </E) ,___)AM/‘)::A

(2= (Frepuercr)

A /AZJUQ; o jlrpin) = n%i Y & '—'—'\Q(;:‘)
o = ?— Ay aop(=itapicfn) — /AZ; ho /"= L AGT)

Vorausgesetzt wird weiterhin ein Galoisfeld ,» mit einem primitiven Element z.
Die nachfolgend definierte Transformation auf F,= mit der dadurch festgelegten
Liange n = p™ — 1 = ¢ — 1 entspricht sowohl formal wie von ithren Eigenschaften
her der gewohnlichen diskreten Fouriertransformation im Bereich der komple-
xen Zahlen.
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Definition 6.4. Betrachte zwei Polynome vom Grad < n —1 = p™ — 2 mit
Koeffizienten aus Eym:

A(x) heif$t diskrete Fouriertransformierte (DF'T) von a(xz) mit der Schreibweise
A =DFT(a) bzw. a(x) heifit inverse diskrete Fouriertransformierte (IDFT) von
A(x) mat der Schreibweise a = IDFT(A), wenn gilt (0 <i <n—1):

n—1 n—1
Ay =a(z') = Z ay 2" a;=—-A(z")=—) Auz"* (6.5.1)
u=0 p=0

Schretbweise:

“Zeitbereich” a(x) o—e A(x) “Frequenzbereich’.
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Es ist zwischen den Nullstellen der Polynome und den Nullkomponenten der
Vektoren zu unterscheiden. Fiir den Zusammenhang gilt:

2" ist Nullstelle von a(x) <= die i-te Komponente von A ist Null

=" ist Nullstelle von A(x) <= die i-te Komponente von a ist Null.

Weiter gilt (mit o ist die Hintereinanderausfithrung gemeint):

IDFT o DFT = Identitéit (6.5.2)
DFT o DFT : (ag,at,...,an_1)— —(ag,an_1,-..,a) (6.5.3)
DEFT o DEFT o DFT o DFT = Identitit. (6.5.4)
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Die Schieberegister-Implementierung der DFT zeigt Bild 6.1: Zu Beginn ist

das Register mit den Zeitkomponenten aq, ..., a,_; vorbelegt. Im i-ten Schritt
und die Summe dieser Werte iiber p

enthilt der p-te Speicher den Wert a2’

ergibt die Frequenzkomponente A;.

+
A
agz'® a,z" |4 ap,_1zi(-1)
ZD Zl"l Zn—1

Bild 6.1. Schieberegister-Implementierung der DFT

--Ai
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Die Transformationen konnen auch mit Matrizen beschrieben werden:

[ a0
A

A

.y

()

aq
a9

\ 1 /

1 1
( 1 21
1 ,“2

Torr
1 1 1
1 21 72 »—(n=1)
1 _:—2 .:—4 :—Z(n—l)
L—(n-1) .—2(n-1) - —(n—1)2

(a0 )

aq
a9

o
|;‘_(
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Satz 6.8. Die zyklische Faltung geht durch Fourier-Transformation in die
komponentenweise Multiplibation tber. Zur genaueren Formulierung werden
die Zeit-Frequenz-Paare a(x)o—eA(x), b(x)o—eB(x), c¢(x)o—eC'(x) betrachtet.

Dann qilt:
c(r) = Rgn_1la(x)b(x)] <= C; = A;B;,
(6.5.7)
C(z) = Rpn_1|A(z)B(x)] <= ¢ = —a;b;.
Speziell qgilt fiir die zyklische Verschiebung:
Verschiebung im Zekereich o ] g
= Phasendrehung im Freq.Bereich c(x) = Ryn_qlza(z)] —= ;=24 (6538)
3.5,
Modulation = Verschiebung im Freq.Bereich - , - =i,
= Multiplikation im ZeiBereich Clx) = Renylzd(z)] = o =2"a;

Die Polynom-Multiplikation modulo z™ — 1 in (6.5.7) entspricht natiirlich

der zyklischen Faltung der Polynomkoeffizienten:

n—1
c(x) = Ryn_1la(x)b(x)] <= ¢ = Z aubr, fi—p- (6.5.9)
p=0
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Vorteile der Reeésolomon (RS) und BeS#audhurdHocquenghem (BCH) Codes

Die beiden Codeklassen kénnen analytisch geschlossen konstruiert werden.
Die RS-Codes sind MDS-Codes, d.h. es gilt Gleichheit in der Singleton-
Schranke.

1e Mimimaldistanz 1st bekannt bzw. wird als Entwurtsparameter voree-
Die M ldist t bekannt b I als Entwurfsp t g
geben. Bel den RS-Codes ist sogar die gesamte Gewichtsverteilung exakt
bekannt.

Sowohl die RS- wie die BCH-Codes sind sehr leistungsfiahig, sofern die
Blocklange nicht sehr grofl wird.

Es ist eine Anpassung an die Fehlerstruktur des Kanals moglich: Die RS-
Codes sind besonders fiir Biindelfehler und die BCH-Codes sind besonders
fiir Einzelfehler geeignet.

Die Decodierung nach dem BMD-Primzip kann rechentechnisch sehr einfach
erfolgen. Zwar gibt es etliche Codes mit einfacheren Decodern, die aber die
anderen Vorteile der RS- und BCH-Codes nicht aufweisen.

Ohne wesentlichen Mehraufwand kann simple Soft-Decision-Information
(Ausfallstellen-Information) im Decoder verarbeitet werden.

Die RS- und BCH-Codes bilden die Grundlage fiir das Verstindnis vieler
anderer Codeklassen, die hier nicht behandelt werden.
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Vorgabe:p, mbeliebig Y n=p™-1 = @1 = primitive Blocklange

Vorgabe:d =2t+1 = Entwurfsdistanz (Ublicherweise ungerade)

RSCodes:  (n, k)= @™1,p™d, d), ¥ nk=d1=2t d=d
a(x)i GKo) [X]n-l (RS ist also MBSode)

BCHCodes:(n, k,dyin)y = O™-1,k, d),  mit nk2 dp,-12 d-1=2t, d, 2 d

1 (Fur die wirklich notwendige Anzahl von Prifstellen®éH
a(x) | GF(p)[X]n'l Codes und die tatsachliche Minimaldistanz gibt es Tabellen.
Der Zusammenhang ist komplex wird bestimmt durch die
Hinzunahme weiterer Linearfaktoren damit gG&p)-wertig
wird und damit letztlich von der quagufalligen Verteilung der
Primzahlen).
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Definition 7.1 (RS-Code). Fiir beliebiges p und m und eine beliebige soge-
nannte Entwurfsdistanz d = d;, ist ein Reed-Solomon-Code mit primitiver
Blocklimge definiert als ein (n, k, dyin), = (p™ — 1, p™ — d, d),-Code. Ublicher-
weise wird d = 2t + 1 als ungerade vorgegeben und dann gilt

n—k=d—-1=2t (7.1.1)

fiir die Anzahl der Priifstellen. Der Code besteht aus allen Zeitwirtern
(ag, ... an—1) < alx) mit Koeffizienten aus E,m, so daf$ dic zugehdrigen Fre-
quenzworter (Ag,..., A,_1) < A(x) an n —k = d — 1 zyklisch aufeinander-

folgenden Stellen Null sind. Diese Stellen werden auch als Paritdtsfrequenzen
bezeichnet. Zur exakten Beschreibung ist ein weiterer Parameter [ vorzugeben

Speziell fiir
[ =1 qilt
C = {Q(CC) ‘ a'(zl) - a(ZQ) - a(zd_l) - 0} (7'1'3) Die Performance deRSCodes
B : iIst vom Parameter | unabhangig,
und firl=n-+1—d gilt jedoch kann dadurch die

Implementierungbeeinflusst

C= {a.(at) ‘ Grad A(z) <n — d}, (7.1.4) werden.
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Fiir diec Anzahl der Codeworter gilt:

’C’ — qk — qq—d p— pm,(pm—d)' (715)

Beispiel 7.1. Sei ¢ = 2™ und n = 2™ — 1. Speziell fiir d = 2™~ ergibt sich die
Coderate als

k, 2*m, o 2m—1 1
R = — = -
n 2m — 1] 2
Fiir m = 8 resultiert ein (255,128, 128)955-Code, der auch als ein bindrer

(2040, 1024, 128),-Code aufgefaBBt werden kann. Die Anzahl der Codewérter be-
trigt 2561%% = 21024 ~ 108 d.h. schon bei einem primitiven Polynom vom Grad
8 ergibt sich in dieser Weise eine astronomische Anzahl von Codewortern. Jeweils
zwei Byte-Codeworter unterscheiden sich fiir mindestens 128 Bytes (Symbole).
Bei der bindren Interpretation folgt daraus aber nur ein Unterschied von 128
Bits, denn zwei Bytes unterscheiden sich schon dann, wenn die beiden 8-Bit-
Gruppen sich nur bei einem einzigen Bit unterscheiden. B




7.1 RSCodes / Definition Teil 5,Seite28

Satz 7.1. RS-Codes sind zyklische MDS-Codes, d.h. die Entwurfsdistanz ent-
spricht der Minimaldistanz und es gilt dy;, =d=n—Fk+1=p" — k.

Beweis: “Linearitit”: ist offensichtlich.

“Zyklisch”: Sei a(x) € C und c¢(x) = Run_q[va(x)] die zyklische Verschie-
bung. Nach Satz 6.8 gilt C; = 2'4; und somit C; = 0 < A, = 0. Also folgt
c(x) e C.

“MDS”: Sei d,,;, die tatsichliche Minimaldistanz und d = n — k + 1 die  Der eigentliche Bewel
Entwurfsdistanz. Zu zeigen ist d,.;, = d: Nach Satz 3.7 gilt d,.;,, <n—k-+1 =4 [UrdasHauptergebnis
(Singleton-Schranke). Betrachte nun C in der Form (7.1.4) mit Grad A(x) < ij/:dmi” st nach allen

, - _ N orbereitungen nun
n — d. Somit hat A(x) # 0 hochstens n — d Nullstellen, d.h. es gibt héchstens i jich simpel.
n —d Werte 27" mit a; = —A(z7") = 0. Also folgt wy(a(x)) > d und somit
(nin = d. Auch fiir jeden anderen Wert von [ gilt d,.;, = d, da die “Modulation”
im Zeitbereich die Gewichte nicht verdndert. H
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Satz 7.2. Fiir den RS-Code in der Form (7.1.3) werden das Generatorpolynom
und das Priifpolynom gegeben durch:

d—1 n
o) = [[—2) . h) =] ). (7.16)
=1 i=d
Beweis: Fiir jedes Codewort gilt a(z*) =0 fiir 1 <i < d—1. Also ist (z — 2z") ein Auch dieser Beweis
Teiler von a(x). Damit erweist sich a(x) als Vielfaches von g(x). Da g(x) den Ist simpel.
Grad d — 1 =n — k hat, ist g(x) das Generatorpolynom. Fiir das Priifpolynom
h(x) mul g(x)h(x) = 2™ — 1 gelten, was nach (6.2.13) erfiillt ist. u

Beispiel 7.2. Sei p = 2, m = 3 und somit n = 7. Die Arithmetik in s erfolgt
gemif Beispiel 6.4. Zur Entwurfsdistanz d = 3 resultiert ein (7,5, 3)s-RS-Code
C ={(ap,...,as) | Ay = Ay = 0}. Nach Satz 7.2 gilt:

g@)=(r —2)(x —2°) =2 + 2w + 2.
hiz)= (v —2") (v — 2" (x—2") (2 — 2%)(x —2")

:mo _|_z4m4_|_m3_|_zom2 _|_Zom_|_z4.
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ObwohlRSCodes besonders fir Blindelfehler geeignet sind, wird auf der nachsten Seite die Leistungsfahigkeit der
RSCodes bei statistisch unabhangigen Einzelfehlern gezeigt.

Unterstellt wird einAWGNmMiIt binarer Modulation und Har®Decision Die beiden Grafiken unterscheiden sich nur bei der
Parametrisierung der Abszisse: links UBgN,, rechts tber der Decoddnput-SER

Weitere Detalls: The following figures show the performance of RS codes over ¢ = 2™ for var-
ious parameter constellations, where the post-decoding error rates are displayed
over Ej,/Ny and p. in the upper and lower subfigures, respectively. Generally,
the word-error rate P, is always given as in (8.1.11) and the probability of in-
correct decisions Pj.q as in (8.1.18), usually over Ej, /Ny in the upper subfigures
as well as over the g-ary symbol error rate prior to the decoder p, in the bottom
subfigures. For the binary AWGN channel, i.e., for BPSK modulation. p. is

determined by Ej/Nj as
SRE, )\
pel(lQ( N E)) , (8.1.25)
No

using (1.3.16), with m = log, ¢ and M = 1, as well as (1.3.23).
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P, und P, der (255, 2584, 2t+1),.-RSCodes fiir verschiedene t
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P, = WortFehlerwahrscheinlichkeiBMDD = P(Empfangswort liegt auf3erhalb der richtigen Kugel)

d.h. zwischen den Kugeln oder in einer falschen Kugel

P.q = Wahrscheinlichkeit inkorrekter Decodierung &fapfangswort liegin einer falschen Kugel
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BCH-Codes entstehen aus den RS-Codes dadurch, dafl zwar weiterhin die
Fourier-Transformation auf F,» betrachtet wird und die Blocklinge weiterhin
n = p™ — 1 betrégt, aber die Codesymbole miissen im Primkorper F, statt in
[E,m liegen. Fiir den Normalfall p = 2 sind die Codesymbole also Bits und keine
Bitgruppen, d.h. BCH-Codes sind normale Bindrcodes.

Definition 7.2 (BCH-Codes). Fiir beliebiges p und m und eine beliebige Ent-
wurfsdistanz d ist ein Bose-Chaudhuri-Hocquenghem Code definiert als ein
(1, k., dinin)p-Code mit der primitiven Blockldinge n = p™ — 1 = q — 1 und weiter
qilt

dmin > d , k <n—+1- dmin <n+1- d. (721)
Bei d = 2t + 1 gilt somit n — k > 2t. Der Code besteht aus allen Zeitwortern
(ap, .. ., an_1) < a(x) mit Koeffizienten aus E,, so daf$ die zugehdirigen Frequen-
cworter (Ao, ..., An_1) < A(x) an mindestens d — 1 zyklisch aufeinanderfolgen-

den Stellen Null sind. Ublicherweise wird folgende Lage der Parititsfrequenzen
vorausgesetzt, was als BCH-Code im engeren Sinn (narrow sense) bezeichnet
wird:

¢ = {a(m) e 2] ‘ a(z) = - = a(z)) = o}. (7.2.2)

Aus der Vorgabe der Entwurfsdistanz d ergibt sich die Infoblockléinge bzw.
die Coderate sowie die tatsidchliche Minimaldistanz nicht direkt., sondern muf
erst noch berechnet werden.

Die Herleitung der Generator
und Prufpolynome erfordert
mehr Kenntnisse als bisher
vermittelt wurden, siehe dazu
das Buch.
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Tabelle 7.1. (n, k)s-BCH-Codes zur Korrektur von t Fehlern (nach [5:

n k n . t n k t n k t
7 4 127 85 6 | 255 123 19 511 403 12
78 7 115 21 394 13
15 11 1 71 9 107 22 385 14
7 2 64 10 99 23 . .
5 3 57 11 91 25 259 30
50 13 87 26 . .
31 26 1 43 14 79 27 130 5%
21 2 36 15 7129
16 3 29 21 63 30 . i
11 5 22 23 55 31 | 1023 1013 1
6 7 15 27 47 42 1003 2
8 31 45 43 993 3
63 5Y4 1 37 45 983 4
51 2 | 255 247 1 29 47 973 5
45 3 239 2 21 55 963 6
39 4 231 3 13 59 953 7
36 5 223 4 9 63 943 8
30 6 215 5 933 9
24 7 207 6 | 511 502 1 923 10
18 10 199 7 493 2 913 11
16 11 191 8 484 3 903 12
10 13 187 9 475 4 . i
7 15 179 10 466 5 768 26
171 11 457 6 .
127 120 1 163 12 448 7 513 57
113 2 155 13 439 8 . .
106 3 147 14 430 9 258 106
99 4 139 15 421 10
92 5 131 18 412 11

In Tabelle 7.1 werden die bindren BCH-Codes im engeren Sinn zur Korrektur
von t Fehlern aufgelistet, und zwar vollstindig fiir die primitiven Blocklingen
n="7,15,31.63, 127,255 und teilweise tiir die Blocklingen n = 511, 1023. Dabei
gilt natiirlich 2t +1 < d < d, < n — k+ 1. Komplette Listen finden sich
beispielsweise in [49, 53, 75, 80].

Den Tabellen 7.1 und 7.2 liegt die Entwurfsdistanz d = 2t + 1 zugrunde.
Die tatsichliche Minimaldistanz ist unbekannt und kann eventuell wesentlich
erofer sein. Bei den meisten Decodierverfahren fiir BCH-Codes kann allerdings
eine groflere Minimaldistanz gar nicht ausgenutzt werden, da die Decodierung
auf den aufeinanderfolgenden Parititsfrequenzen basiert.

Satz 7.6. Fiir einen bindren (n,k)o-BCH-Code mit der primitiven Blocklinge
n =2" — 1, der mindestens t Fehler korrigieren kann, gilt stets

n—k<m-t. (7.3.1)
Wenn t erhdht wird um 1, so muss k reduziert werden um m, aber das
nur meistens, ab und zu gibt es Ausnahmen und dann springt t gleich
mehr als 1 nach oben. Ursache: die Verteilung der Primzahlen. Damit

ergibt sich eine seltsame Mischung aus RegelmaRigkeit und Zufalligk
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Tabelle 7.2. Generatorpolynome fiir einige (n, k)2-BCH-Codes (nach [135])

n Et g(z)oktal
7 4 1 13
15 11 1 23
T2 721
5 3 2467
31 26 1 45
21 2 3551
16 3 107657
11 5 5423325
6 T 313365047
63 57 1 103
51 2 1247M1
45 3 1701317
39 4 166623567
36 5 1033500423
30 6 157464165547
24 7 17323260404441
18 10 1363026512351725
127 120 1 211
113 2 41567
106 3 11554743
99 4 3447023271
92 5 624730022327
85 6 130704476322273
78 T 26230002166130115
71 9 6255010713253127753
64 10 1206534025570773100045
57 11 335265252505705053517721
50 13 54446512523314012421501421
255 247 1 435
239 2 267543
231 3 156720665
223 4 75626641375
215 5 23157564726421
207 6 16176560567636227
199 7 T7633031270420722341
191 8 2663470176115333714567
187 9 52755313540001322236351
179 10 22624710717340432416300455
171 11 15416214212342356077061630637
163 12 7500415510075602551574724514601
155 13 3757513005407665015722506464677633
147 14 1642130173537165525304165305441011711
139 15 461401732060175561570722730247453567445
131 18 215713331471510151261250277442142024165471

Tabelle 7.2 enthalt fiir einige der BCH-Codes aus Tabelle 7.1 die Genera-
torpolynome in oktaler Codierung. Fiir den (15, 7)o-BCH-Code mit ¢t = 2 gilt
beispielsweise T21gxtar = 111 010 001 guar = 2% + 27 + 2% + 2% + 1.
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Bild 7.1. Fehlerwahrscheinlichkeit der R = 1/2-BCH-Codes Bild 7.2. Fehlerwahrscheinlichkeit der R = 1/4-BCH-Codes
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Bild 7.3. Fehlerwahrscheinlichkeit der R = 3/4-BCH-Codes

Bild 7.4. Fehlerwahrscheinlichkeit von BCH-Codes verschiedener Raten bei
n = 255
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o

Bit—error rate
Word-error rate P

E,/N, [dB] E /N, [dB]

Gleiche Kurven wie zuvor in Bild 7.4 P, anstelle von Pwie in den andererGrafiken
aber jetzt auf 189° limitiert Nur geringe Unterschiede zwischen Warhd BitFehlerw.
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Die Bilder 7.1 bis 7.3 zeigen die Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit von BCH-Codes
bei Raten von niherungsweise 1/2, 1/4 und 3/4 bei verschiedenen Blocklingen
zwischen 15 und 1023. Dabei wird eine BMD-Decodierung unterstellt, so daf§ die
Kurven nach (3.7.2) berechnet werden kénnen. Offensichtlich fiihrt eine grofiere
Blocklinge zu kleinerer Fehlerrate — zumindest fiir Blocklingen bis 1023. Der
Vergleich der Bilder 7.1 bis 7.3 legt R ~ 1/2 als scheinbar giinstigste Codera-
te nahe. Um dies ganz deutlich zu machen, zeigt Bild 7.4 einige BCH-Codes
verschiedener Raten mit der konstanten Blocklinge n = 255. Nach der Theorie
sind zwar kleine Coderaten am besten (nach Bild 2.4 ist beispielsweise beim
Ubergang von R = 1/2 auf R = 1/10 ein Gewinn von etwa 1 dB zu erwarten).
aber offensichtlich liefert das Konstruktionsprinzip der BCH-Codes bei mittleren
Raten die besten Ergebnisse.
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n | Rx=1/2 R=1/4 R=3/4
31 3.1 1.9 31
63 5.9 4.8 4.6
127 74 7.0 5.9
255 9,9 8,8 8,3
511 12.0 11,5 10.5

1023 | 14.6 14,3 13.1

Tabelle 7.4. Distanzrate d/n einiger BCH-Codes

n R~1/2 R=~1/4 R=3/4
31 0,23 0,48 0,16
63 0,21 0,37 0,11
127 0,17 0,34 0,07
255 0,15 0,24 0,07
511 0,12 0,22 0,06
1023 0,11 0,21 0,05
asympt.GV 0,11 0,21 0,04

Tabelle 7.3. Asymptotischer Codierungsgewinn G, parqa [dB] einiger BCH-Codes

Der asymptotische Codierungsgewinn
wachst mit zunehmender Blocklange.

Im Gegensatz dazu sinkt die Distanzrate
mit zunehmender Blocklange.

Siehe dazu auch die nachste Seite.
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Figure 8.16. Comparison of some BCH codes with upper and lower asymptotic
bounds
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Anwendung der Kanalcodierung bei der MuSIR

Ziele

A Korrektur von Bundelfehlern (Kratzer)

A Korrektur von Einzelfehlern (Materialverunreinigungen)

A RobusteMeachnik(SpurSynchronisation)

A Implementierbarkeitmit der Technologi®on 1979 (Spezifikation) / 1982 (Gerateverfiigbarkeit)

Vorbereitungen (verwendete Techniken)

A Ausfallkorrektutbei RSCodes § 7.9)

A GekiirzteRSCodes § 4.5)

A Interleaving(§ 11.1)

A Verkette Codes mit A&uBerem und innerem Code (hier s&8i&,8 12.1 und weitere Anwendungen)

Diese Techniken sind fir sich gesehen relativ simpel, aber so wirkungsvoll in der-®Gesanmation
dass Bundelfehler mit Tausenden von Fehlern korrigiert werden konnen obwdRBdledes mit nur 4
Prifstellen betrieben werden.
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Es wird jetzt ein g-narer symmetrischer Kanal mit Ausfillen als Verallgemeine-
rung des BSEC aus Bild 1.3 vorausgesetzt:

Aw=F, . Ao =F U{?. (7.9.1)

Der Demodulator entscheidet auf y = 7 (Ausfall), wenn die Entscheidung fiir
ein bestimmtes y € [, sehr unsicher ware. Der Vorteil dieser Methode liegt dar-
in, dal die Korrektur eines derartigen Ausfalls (Position bekannt, Sendesymbol
unbekannt) nur eine Priifstelle erfordert, wahrend zur Korrektur eines Fehlers
(Position unbekannt, Sendesymbol bzw. Fehlersymbol unbekannt) zwei Priifstel-
len erforderlich sind.

Satz 7.9 (Fehler- und Ausfallkorrektur). Ein (n,n — 2t,2t + 1),-RS-Code

korrigiert T Fehler und 7, Ausfille, sofern gilt:

41, < A=d, —1=n—Fk (7.9.6)

DerRSCode kann also im Extremfall entweder
A 't Fehler (Fehlerposition unbekannt und Fehlerwert unbekannt) korrigieren oder
A 2t Ausfalle (Fehlerposition  bekannt und Fehlerwert unbekannt) korrigieren
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141 , . . PR . a1 !
Definition 4.6. Ein (n,k,d,;,),-Code kann wie folgt zu einem (n'.k'.d.,),-
Code verandert werden:

(4) Beim Verkiirzen (shortening) werden Infobits unterdriickt:
n<n, K<k n—-F=n—k R <R, d_. >duyn..

min

RSCode mit m=8, t=2:
Ausgangscode (255, 251, 5)4

Gekiirzte Codes: (28, 24, 5).,
(32, 28, 5)¢

Alle Codes kdnnen entweder
A 2 Symbolfehler korrigieren & 0 Ausfélle korrigieren
A 1 Symbolfehlekorrigieren & 2 Ausfélle korrigieren

A 0 Symbolfehler korrigiere®& 4 Ausfallekorrigieren \
Anwendung bei CD

A 4 Symbolfehler erkennen —
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Interleaving

A Unterstiitzt die Korrektur von Biindelfehlern
A wenn nur ein Einzelfehlétorrigierender Code verfiigbar ist oder
A wenn die Korrekturkapazitat eines Biindelfehkerrigierenden Codes nicht ausreicht

A Interleavingbasiert auf einer Umsortierung der Symbolfolge:
A empfangsseitige Umsortierung, damit ein Biindelfehler auf mehrere Codewdrter veveriipfeiz) wird sowie
A sendeseitige Umsortierung damit es zusammen mit der empfangsseitigen Umsortierung transparent wird

A Umsortieren
A erfordert sende und empfangsseitig einen Speicher fiir mindestens zwei oder mehr Codewdrter

A impliziert eine Verzégerung bei der Ubertragung entsprechen der Speichergrofle
(d.h. transparent aber mit zusatzlicher Verzégerung)

A Dimensionierunggradeoff
A GroRer Speicher um auch lange Biindelfehler zu zerhacken
A Kleiner Speicher um Verzdgerungszeit und Aufwand zu begrenzen

A Sonstiges
A Neben dem nachfolgend vorgestellten Bldnkerleavinggibt es auch ein Faltungdsterleavingmit halbiertem
Speicher bei gleicher Wirkung
A In Kombination miRSCodes werden di@™-stufigen Symbole umsortiert und nicht etwa die Bits
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Blocklnterlea\/ing N1 — BIockIénge Achtung: Darstellung im Buch ist falsch
N, = Interleavingtiefe= Anzahl der Codewdérter Interleaverund Deinterleavenertauscht

(mindestend\, 2 2, typischN, > y 0

1 N4 1 N1
1 1
-
Input Qutput
o - -
vy v Yy v
Output === Input ===«
N> N> _
Interleaver Deinterleaver
Interleavingund Deinterleavingsind in der Zusammenschaltung Der auf dem Kanal entstehende Buindelfehler (hier beispielha
insgesamt transparent, von der Verzdgerungszeit abgesehen. mit einer Lange von etwa 8 angenommenyvird vertikalin den
DeinterleavergeschriebenBeim horizontalem Auslesest dann
NochmalsEs werden Symbole umsortiert, nicht etBds! jedes Codewort mit nur wenigen Fehlern (hier etwa 3) betroffe
Bei einem hochstufigen Code ware es vollig kontraprodukt, die
Bitfehler eines Symbolfehlers erst zu verspreizen und dann OhneDeinterleavingvare nur ein Codewort mit vielen Fehlern

muhsam wieder zu lokalisieren. betroffen.
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Das Prinzip des Faltungs-Interleavings zeigt Bild 11.2. Interleaver und Dein-
terleaver bestehen jewells aus N Speichern in Form von Vektoren der Lingen
0,.,2.3J,....,(N —1)J. Es wird M = .J - N gesetzt. Mit jedem neuen Sym-
bol wird eingangsseitig ein Symbol links eingeschoben und ein Symbol rechts
herausgeschoben. AnschlieBend werden die vier Multiplexer bzw. Demultiplexer
weltergeschaltet. wobel wieder eine Synchronisation zwischen Interleaver und

Deinterleaver erforderlich 1st.

BeigleicherVerspreizungdVirkung

haben Faltung$nterleaver

gegenlber Blocknterleavern eine
halbierte Verzogerungszeit und

halbierte Speichergrofie.

Encoder

(N=2)J

(N=1)J

Interleaver

Channel

Deinterleaver

Bild 11.2. Faltungs-Interleaving

Decoder

=
.
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Beispiel 11.2. Es se1 N

4,J = 1 und somit M = 4. Die Symbolfolge

o, —1,0,1,2,3,4, ... fithrt zu folgender Belegung der Interleaver-Speicher:

nach Input 14

nach Input 18

nach Input 22

11 15 19

12 8 16 12 20 16

13 9 5 17 13 9 21 17 13

14 10 6 2|18 14 10 622 18 14 10
Somit entsteht die Folge ... 11,8,5.2, 15,12,9,6, 19.16,13.,10 ... nach dem Inter-
leaver. Im Deinterleaver fithrt das zu folgender Belegung der Speicher:

nach Input 2 nach Input 6 nach Input 10

nm 7 3 —-1)1 11 7 37519 15 11 7
8 4 0 12 8 4 16 12 R

b o1 9 5 13 9

2 6 10

Somit ergibt sich die Folge ... —1.0.1.2, 3.4,5.6, 7.8,9.10 ... nach dem Deinter-

leaver. Die Interleaver-Operation kann auch so veranschaulicht werden:
23 19 15 11 ...
24 20 16 12 8 ...
2521 17 13 9 5 ...
26 22 18 14 10 6 2

Hierbel wird von oben nach unten und von rechts nach links eingeschrieben. Das
Auslesen erfolgt diagonal von links-oben nach rechts-unten und von rechts nach

links.




12.6 CompadDisc DigitaRudio / Vorbereitungen: 9.7 Verkettung

Teil 5,Seite49

Ein Codierungssystem mit verketteten Codes (concatenated coding) zeigt Bild
9.11. Dabei werden zwei Codes in Reihe geschaltet, d.h. die von einem ersten
(auBeren) Encoder erzeugte Symbolfolge wird in einem zweiten (inneren) Enco-

der mit zusatzlicher Redundanz versehen.

Outer a.x :
— 1 Interleaver
encoder |
Outer y ' De-
decoder ' | interleaver

u Inner a, X
e
encoder
Discrete
channel
U Inner . y
decoder

Super—channel

Bild 9.11. Verkettete Codierung
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