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Teil 5, Seite 26.0  Motivation Galoisfelder

Alle bisherigen Codes wurden als binär betrachtet, dazu reichten die bisherigen Kenntnisse zu 
GaloisfeldernGF(q) = Fq mit q = p = prim und insbesondere q=2 aus (simples Rechnen modulop). 

Leistungsfähige Codes (und insbesondere Codes zur Bündelfehler-Korrektur) erfordern jedoch q>2,
typischerweise q = 28 = 256, d.h. alle Info- und Codesymbole sind 256-stufig (einem Byte entsprechend).

Außerdem sind weitere Konzepte wie Spektraltransformationen auf Galoisfeldernerforderlich 
um RS- und BCH-Codes übersichtlich einzuführen.

Bevor ein kurzer Einblick in die Welt der Galoisfeldererfolgt, wird an einem Beispiel erklärt 
warum höherstufiges q die Voraussetzung für leistungsfähige Bündelfehler-korrigierende Codes ist.

Während Galoisfelderund RS/BCH-Codes im Buch ausführlich behandelt werden, konzentriert sich 
die Vorlesung auf die Anwendung: welchen Schutz/Verbesserung kann man mit diesen Codes bei 
der digitalen Nachrichtenübertragung überhaupt erreichen und was ist dabei zu beachten? 
Å Viele System-Ingenieure werden mit diesen prinzipiellen Fragen konfrontiert, 
Å aber nur ganz wenige werden einen RS/BCH-Decoder selber bauen/programmieren. 
Deshalb werden die Decoder-Algorithmen und Details der Galoisfeldernur im Buch aber nicht in der 
Vorlesung thematisiert.
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Teil 5, Seite 36.0  Motivation Galoisfelder

Es existieren (Begründung in §7):
Korrekturfähigkeit (pro Wort)

BCH-Code   (63,45,7)2  Ý t = 3 Bits
RS-Code      (15,11,5)16 Ú (60,44,5)2 Ý t = 2 Symbole

Beispiele für Fehlermuster:
e = 0000 1111 1111 0000 ...  BCHversagt      /  RSkorrigiert
e = 0001 0100 1000 0000 ...  BCHkorrigiert  /  RSversagt

Also
BCHkorrgiert3 Einzelfehler oder 1 Bündelfehler bis zur Länge 3
RS korrgiert2 Einzelfehler oder 1 Bündelfehler bis zur Länge 5 (garantiert) oder 8 (max)

Fazit
BCHbesser als RS bei Einzelfehlern
RS besser als BCHbei Bündelfehlern

Der Vergleich beider Codes ist fair, denn Coderateund Blocklänge (in binärer Interpretation) sind ähnlich.

Jedes 16-stufige RS-Symbol wird durch 4 Bits repräsentiert. 
In der binären Interpretation verlängern sich n und k um 
den Faktor 4, aber dmin bleibt gleich

abhängig von der Position 
des Bündelfehlers relativ 
zu den 4er-Bitgruppen
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Teil 5, Seite 46.1  Einführung in Galoisfelderam Beispiel GF(4)

Nach dem Einführungsbeispiel F4=GF(4) folgt eine Kurzdarstellung des allgemeinen Falls Fq=GF(pm) 
und danach wird das dann nochmal an den Beispielen F8=GF(23) und F16=GF(24) demonstriert.
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Teil 5, Seite 56.1  Einführung in Galoisfelderam Beispiel GF(4)
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Teil 5, Seite 66.1  Einführung in Galoisfelderam Beispiel GF(4)
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Teil 5, Seite 76.1  Einführung in Galoisfelderam Beispiel GF(4)
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Teil 5, Seite 86.1  Einführung in Galoisfelderam Beispiel GF(4)
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Teil 5, Seite 96.2  Konstruktion von GF(pm)

Komponenten-
darstellung

Exponenten-
darstellung
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Teil 5, Seite 106.2  Konstruktion von GF(pm)

F256=GF(28) ist der wichtigste Fall:

Beispiele
die hier behandelt werden:
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Teil 5, Seite 116.2  Konstruktion von GF(pm)

Ausblick:

Bei RS-Codeswird g(x) 
genau aus bestimmten  
Linearfaktoren (x-zi) 
bestehen und h(x) dann 
aus den restlichen 
Linearfaktoren.

Bei BCH-Codessind die 
Linearfaktoren so zu 
wählen dass g(x) 
Koeffizienten in GF(p) hat 
während bei den RS-Codes 
die Koeffizienten in GF(pm) 
liegen dürfen.
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Teil 5, Seite 126.2  Konstruktion von GF(pm)

Analogie zu den komplexen Zahlen:

Während hier für die beiden verschiedenen Terme j und exp(j2p/n) jeweils der gleiche Buchstabe 
verwendet wurde, hat z bei Galoisfeldernkeine unterschiedlichen Bedeutungen und es gilt n=q-1.
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Teil 5, Seite 136.4  Beispiel GF(8)

k0 k1 k2

0   1   0
0   0   1
1   1   0
0   1   1
1   1   1
1   0   1
1   0   0
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Teil 5, Seite 146.4  Beispiel GF(8)

Einfaches Addieren: komponentenweise modulo2

Einfaches Multiplizieren: addiere Exponenten modulon-1=7
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Teil 5, Seite 156.4  Beispiel GF(8)
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Teil 5, Seite 166.4  Beispiel GF(16)



2

Teil 5, Seite 176.4  Beispiel GF(16)

Das Produkt von speziellen Gruppen von Linearfaktoren ergibt Polynome mit Koeffizienten aus GF(2).
Diese Polynome ergeben dann die eindeutige Zerlegung des Kreisteilungspolynoms über GF(2) in irreduzible Faktoren. 
Über GF(16) zerfällt das Kreisteilungspolynom jedoch in 16 Linearfaktoren. 
Diese Zusammenhänge sind wichtig für BCH-Codes, werden aber nur im Buch und nicht in der Vorlesung behandelt. 
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Teil 5, Seite 186.5  Spektraltransformation auf Galoisfeldern

RS- und BCH-Codes können mit der diskreten Fouriertransformation(DFT) kompakt und 
übersichtlich beschrieben werden. Zur Zeit der Erfindung dieser Codes (um 1960) war das 
noch nicht üblich.

Vor Einführung der DFTauf GF(q) hier eine Erinnerung an die DFTauf den komplexen Zahlen
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Teil 5, Seite 196.5  Spektraltransformation auf Galoisfeldern
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Teil 5, Seite 206.5  Spektraltransformation auf Galoisfeldern
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Teil 5, Seite 216.5  Spektraltransformation auf Galoisfeldern
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Teil 5, Seite 226.5  Spektraltransformation auf Galoisfeldern
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Teil 5, Seite 236.5  Spektraltransformation auf Galoisfeldern

Modulation = Verschiebung im Freq.Bereich
= Multiplikation im Zeit-Bereich

Verschiebung im Zeit-Bereich
= Phasendrehung im Freq.Bereich
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Teil 5, Seite 247.0  RS- und BCH-Codes / Vorteile

Vorteile der Reed-Solomon (RS) und Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (BCH) Codes
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Teil 5, Seite 257.0  RS- und BCH-Codes / Übersicht

Vorgabe:  p, mbeliebig    Ý n = pm-1 = q-1 = primitive Blocklänge 

Vorgabe:  d = 2t+1 = Entwurfsdistanz (üblicherweise ungerade)

RS-Codes:     (n, k, dmin)q = (pm-1, pm-d, d)q Ý n-k = d-1 = 2t,                     dmin = d

a(x) ÍGF(q)[x]n-1

BCH-Codes:  (n, k, dmin)p = (pm-1, k, d)p mit     n-k ²dmin-1 ²d-1 = 2t,     dmin²d

a(x) ÍGF(p)[x]n-1

(RS ist also MDS-Code)

(Für die wirklich notwendige Anzahl von Prüfstellen bei BCH-
Codes und die tatsächliche Minimaldistanz gibt es Tabellen. 
Der Zusammenhang ist komplex wird bestimmt durch die  
Hinzunahme weiterer Linearfaktoren damit g(x) GF(p)-wertig 
wird und damit letztlich von der quasi-zufälligen Verteilung der 
Primzahlen).
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Teil 5, Seite 267.1  RS-Codes / Definition

Die Performance des RS-Codes 
ist vom Parameter l unabhängig, 
jedoch kann dadurch die 
Implementierung beeinflusst 
werden.
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Teil 5, Seite 277.1  RS-Codes / Definition
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Teil 5, Seite 287.1  RS-Codes / Definition

Der eigentliche Beweis 
für das Hauptergebnis 
d=dmin ist nach allen 
Vorbereitungen nun 
erstaunlich simpel.
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Teil 5, Seite 297.1  RS-Codes / Definition

Auch dieser Beweis 
ist simpel.
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Teil 5, Seite 307.1  RS-Codes / Fehlerwahrscheinlichkeit

Obwohl RS-Codes besonders für Bündelfehler geeignet sind, wird auf der nächsten Seite die Leistungsfähigkeit der 
RS-Codes bei statistisch unabhängigen Einzelfehlern gezeigt.

Unterstellt wird ein AWGNmit binärer Modulation und Hard-Decision. Die beiden Grafiken unterscheiden sich nur bei der 
Parametrisierung der Abszisse: links über Eb/N0, rechts über der Decoder-Input-SER.

Weitere Details:
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Teil 5, Seite 317.1  RS-Codes / Fehlerwahrscheinlichkeit

Pw und Picd der (255, 255-2t, 2t+1)256-RS-Codes für verschiedene t

Pw = Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit (BMDD)          = P(Empfangswort liegt außerhalb der richtigen Kugel)
d.h. zwischen den Kugeln oder in einer falschen Kugel

Picd = Wahrscheinlichkeit inkorrekter Decodierung = P(Empfangswort liegt in einer falschen Kugel)

Sehr steile Kurven:
1 dB entspricht 

8 Zehnerpotenzen 
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Teil 5, Seite 327.2  Definition von BCH-Codes

Die Herleitung der Generator-
und Prüfpolynome erfordert 
mehr Kenntnisse als bisher 
vermittelt wurden, siehe dazu 
das Buch.
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Teil 5, Seite 337.3  Beispiele und Eigenschaften von BCH-Codes

Wenn t erhöht wird um 1, so muss k reduziert werden um m, aber das gilt 
nur meistens, ab und zu gibt es Ausnahmen und dann springt t gleich um 
mehr als 1 nach oben. Ursache: die Verteilung der Primzahlen. Damit 
ergibt sich eine seltsame Mischung aus Regelmäßigkeit und Zufälligkeit.
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Teil 5, Seite 347.3 Beispiele und Eigenschaften von BCH-Codes
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Teil 5, Seite 357.3  Beispiele und Eigenschaften von BCH-Codes
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Teil 5, Seite 367.3  Beispiele und Eigenschaften von BCH-Codes
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Teil 5, Seite 377.3  Beispiele und Eigenschaften von BCH-Codes

Gleiche Kurven wie zuvor in Bild 7.4
aber jetzt auf 10-10 limitiert

Pw anstelle von Pb wie in den anderen Grafiken
Nur geringe Unterschiede zwischen Wort- und Bit-Fehlerw.
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Teil 5, Seite 387.3  Beispiele und Eigenschaften von BCH-Codes
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Teil 5, Seite 397.3  Beispiele und Eigenschaften von BCH-Codes

Der asymptotische Codierungsgewinn 
wächst mit zunehmender Blocklänge.

Im Gegensatz dazu sinkt die Distanzrate 
mit zunehmender Blocklänge.

Siehe dazu auch die nächste Seite.
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Teil 5, Seite 407.3  Beispiele und Eigenschaften von BCH-Codes

Kurze BCH-Codes liegen noch oberhalb 
der oberen Schranken,
Lange BCH-Codes liegen unterhalb der 
unteren GV-Schranke und konvergieren 
gegen den linken Rand.

In dieser Betrachtung sind BCH-Codes 
also asymptotisch schlecht ςaber unter 
praktischen Gesichtspunkten dennoch 
attraktiv und viel verwendet.
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Teil 5, Seite 417.3  Beispiele und Eigenschaften von BCH-Codes

Vergleich von BCH- und RS-Codes für 
Einzelfehler (AWGN).

Voraussetzung für einen fairen Vergleich sind 
ähnliche Coderate(erfüllt) und ähnliche bzw. 

vernünftige Blocklänge:

Auf den ersten Blick überrascht dass der 
RS(255) besser als der BCH(255) ist. Aber in der 
binären Interpretation hat der RS(255) auch die 

viel größere Blocklänge von 2040.

Der faire Vergleich von BCH(255) sollte mit den 
beiden oberen RS-Codes erfolgen die binäre 

Blocklängen von 115 und 282 haben und diese 
RS-Codes sind erwartungsgemäß bei 

Einzelfehlern schlechter.
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Teil 5, Seite 4212.6  Compact Disc Digital Audio

Anwendung der Kanalcodierung bei der Musik-CD

Ziele
Å Korrektur von Bündelfehlern (Kratzer)
Å Korrektur von Einzelfehlern (Materialverunreinigungen)
Å Robuste Meachnik(Spur-Synchronisation)
Å Implementierbarkeitmit der Technologie von 1979 (Spezifikation) / 1982 (Geräteverfügbarkeit)

Vorbereitungen (verwendete Techniken)
Å Ausfallkorrektur bei RS-Codes (§ 7.9)
Å Gekürzte RS-Codes (§ 4.5)
Å Interleaving(§ 11.1)
Å Verkette Codes mit äußerem und innerem Code (hier sowie § 9.7, § 12.1 und weitere Anwendungen)

Diese Techniken sind für sich gesehen relativ simpel, aber so wirkungsvoll in der Gesamt-Kombination 
dass Bündelfehler mit Tausenden von Fehlern korrigiert werden können obwohl die RS-Codes mit nur 4 
Prüfstellen betrieben werden.
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Teil 5, Seite 4312.6  Compact Disc Digital Audio / Vorbereitungen: 7.9 Korrektur von Fehlern und Ausfällen 

Der RS-Code kann also im Extremfall entweder
Å t  Fehler    (Fehlerposition unbekannt und Fehlerwert unbekannt) korrigieren oder
Å 2t Ausfälle (Fehlerposition      bekannt und Fehlerwert unbekannt) korrigieren
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Teil 5, Seite 4412.6  Compact Disc Digital Audio / Vorbereitungen: 4.5 Kürzung

RS-Code mit m=8, t=2:
Ausgangscode (255, 251, 5)256

Gekürzte Codes: (28, 24, 5)256

(32, 28, 5)256

Alle Codes können entweder
Å 2 Symbolfehler korrigieren  &  0 Ausfälle korrigieren
Å 1 Symbolfehlerkorrigieren &  2 Ausfälle korrigieren

Å 0 Symbolfehler korrigieren  & 4 Ausfälle korrigieren

Å 4 Symbolfehler erkennen
Anwendung bei CD
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Teil 5, Seite 4512.6  Compact Disc Digital Audio / Vorbereitungen: 11.1 Interleaving

Interleaving:

Å Unterstützt die Korrektur von Bündelfehlern 
Å wenn nur ein Einzelfehler-korrigierender Code verfügbar ist oder 
Å wenn die Korrekturkapazität eines Bündelfehler-korrigierenden Codes nicht ausreicht

Å Interleavingbasiert auf einer Umsortierung der Symbolfolge:
Å empfangsseitige Umsortierung, damit ein Bündelfehler auf mehrere Codewörter verteilt (verspreizt) wird sowie
Å sendeseitige Umsortierung damit es zusammen mit der empfangsseitigen Umsortierung transparent wird

Å Umsortieren
Å erfordert sende- und empfangsseitig einen Speicher für mindestens zwei oder mehr Codewörter
Å impliziert eine Verzögerung bei der Übertragung entsprechen der Speichergröße 

(d.h. transparent aber mit zusätzlicher Verzögerung)

Å Dimensionierungs-Tradeoff:
Å Großer Speicher um auch lange Bündelfehler zu zerhacken
Å Kleiner Speicher um Verzögerungszeit und Aufwand zu begrenzen

Å Sonstiges
Å Neben dem nachfolgend vorgestellten Block-Interleavinggibt es auch ein Faltungs-Interleavingmit halbiertem 

Speicher bei gleicher Wirkung
Å In Kombination mit RS-Codes werden die 2m-stufigen Symbole umsortiert und nicht etwa die Bits
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Teil 5, Seite 4612.6  Compact Disc Digital Audio / Vorbereitungen: 11.1 Block-Interleaving

Block-Interleaving:  N1 = Blocklänge
N2 = Interleavingtiefe= Anzahl der Codewörter

(mindestens N2²2, typisch N2Җ уύ

Achtung: Darstellung im Buch ist falsch
Interleaverund Deinterleaververtauscht

Interleaver Deinterleaver
Der auf dem Kanal entstehende Bündelfehler (hier beispielhaft 
mit einer Länge von etwa 3*N2 angenommen) wird vertikal in den 
Deinterleavergeschrieben. Beim horizontalem Auslesen ist dann 
jedes Codewort mit nur wenigen Fehlern (hier etwa 3) betroffen.

Ohne Deinterleavingwäre nur ein Codewort mit vielen Fehlern 
betroffen.

Interleavingund Deinterleavingsind in der Zusammenschaltung 
insgesamt transparent, von der Verzögerungszeit abgesehen.

Nochmals: Es werden Symbole umsortiert, nicht etwa Bits!
Bei einem hochstufigen Code wäre es völlig kontraprodukt, die 
Bitfehler eines Symbolfehlers erst zu verspreizen und dann 
mühsam wieder zu lokalisieren.
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Teil 5, Seite 4712.6  Compact Disc Digital Audio / Vorbereitungen: 11.1 Faltungs-Interleaving

Bei gleicher Verspreizungs-Wirkung 
haben Faltungs-Interleaver 
gegenüber Block-Interleavern eine 
halbierte Verzögerungszeit und 
halbierte Speichergröße.
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Teil 5, Seite 4812.6  Compact Disc Digital Audio / Vorbereitungen: 11.1 Faltungs-Interleaving
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Teil 5, Seite 4912.6  Compact Disc Digital Audio / Vorbereitungen: 9.7 Verkettung
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Teil 5, Seite 5012.6  Compact Disc Digital Audio / Technische Parameter

siehe Buch für weitere tecnische Details
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Teil 5, Seite 5112.6  Compact Disc Digital Audio / Abtastung und CIRC-Encoder


