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3.3 Schranken fir die Minimaldistanz / Singleton-Schranke und MDS-Codes Teil 3, Seite 2

Die Bedeutung von d,;, und ¢ sind nach dem vorangehenden Abschnitt klar.
Wie hingen diese Groflen aber mit den Codeparametern n, k., ¢ zusammen?

Satz 3.7 (Singleton-Schranke). Flir einen linearen (n, k, dyi),-Code mufs
Typ = Obere Schranke

Apin <n —k+1 (3.3.1)

gelten. Bei Gleichheit in der Singleton-Schranke liegt ein sogenannter NIDS-Code
(Mazimum Distance Separable) vor.

Beweis: Alle Codeworter unterscheiden sich an mindestens d.;, Stellen. Wenn
bel allen Codewortern die ersten dpy;, — 1 Stellen gestrichen werden. so sind die
gekiirzten Codeworter der Liange n — dpin + 1 immer noch alle verschieden. Es

gibt also ¢* verschiedene gekiirzte Codeworter im Raum der ¢~ %intL gekiirzten
Worter. Dies ist aber nur moglich, wenn & < n — d;, + 1 gilt. N
Fazit:

Fehlererkennung: 1 Fehler erfordert 1 Prufstelle: t' = d,-1 < n-k
Fehlerkorrektur: 1 Fehler erfordert 2 Prifstellen: t = L(dmin—l)/ZJ < (n-k)/2



3.3 Schranken fir die Minimaldistanz / Hamming-Schranke und perfekte Codes Teil 3, Seite 3

Satz 3.9 (Hamming-Schranke, sphere-packing bound). Fiir einen line-

aren (n, k, dyin),-Code, der bis zu t Fehler korrigieren kann, mufs
Typ = Obere Schranke

t t
, n , n r o ¢
g > Z . (q—=1)" | bzw. n —k > log, Z . (q—1) (3.3.2)
r=0 r=0
gelten. Speziell fiir g = 2 bedeutet das:
"\ [n n n

ok > ) =1+n E . 3.3.3
= Z; . +n+ 5 + -4 , ( )

Ein sogenannter pertekter Code liegt vor, wenn eimne Zahl t existiert, so dafs
Gleichheit in der Hamming-Schranke gilt. In diesem Fall sind die Decodierprin-

zipien MLD und BMD identisch.

Die Hamming-Schranke macht keine Aussagen iiber die Existenz von Codes!
Wenn fiir eine Parameterkombination n, k. t, ¢ die Hamming-Schranke erfiillt ist,
dann wird damit noch lingst nicht die Existenz eines entsprechenden Codes mit
(min = 2t + 1 garantiert. Nur der umgekehrte Fall ist garantiert: Wenn die Pa-
rameterkombination der Hamming-Schranke nicht geniigt, dann kann prinzipiell
kein entsprechender Code existieren. Sinngeméf3 gilt dies auch fiir die Singleton-
Schranke



3.3 Schranken fir die Minimaldistanz / Hamming-Schranke und perfekte Codes Teil 3, Seite 4

Beweis: Die Decodierkugeln um die Codewdrter sind disjunkt. Da es ¢" Co-
deworter gibt, betrdagt die Gesamtzahl aller Worter in allen Decodierkugeln nach

(3.2.3) genau
t
, n i
@y (T)(q —1)

r=0
und diese Zahl muf3 kleiner oder gleich sein als die Gesamtzahl ¢™ aller Worter.

Bei Gleichheit in der Hamming-Schranke sind die Decodierkugeln so dicht ge-
packt, daf sie den gesamten Raum F* ausschopten. L]

OO
)



3.3 Schranken fir die Minimaldistanz / Hamming-Schranke und perfekte Codes / Beispiele Teil 3, Seite 5

C = { 0000000, 1000011,

0001111, 1001100,
o | o | 0010110, 1010101,
Beispiel 3.6. (1) Der (7.4, 3),-Hamming-Code aus Beispiel 1.2 mit d,;, = 3 0011001, 1011010,
und ¢ = 1 ist perfekt, denn es gilt 2% = 1+ 7. Es gibt kein Wort, das von allen 0100101, 1100110,
16 Codewortern einen Abstand > 2 hat. 0101010, 1101001,
0110011, 1110000,

Nochmals: Jede Decodierkugel enthdlt 8 Wérter (Mittelpunkt und 7 Wérter mit Abstand 1), 0111100, 1111111 }.

Es gibt 16 Kugeln, die 8*16=128=27 Worter fillen den gesamten Raum. Deshalb perfekt.

(2) Die Existenz des sogenannten (23,12, 7),-Golay-Codes mit ¢t = 3 wird
hier nicht gezeigt. Einfach ist nur der Nachweis, dafi ein solcher Code perfekt

1St:
Lo 23 23 23
223=12 — 9048 — 1 .
* 1 * 2 + 3



3.3 Schranken fir die Minimaldistanz / Hamming-Schranke und perfekte Codes / Beispiele Teil 3, Seite 6

(3) Betrachte einen (127,113, d),-Code (der sich in Kapitel 7 als BCH-Code
herausstellen wird). Gesucht ist d unter der Annahme, dafl der Code bestmoglich
konstruiert wurde. Aus der Hamming-Schranke folgt:

( 127 )
1+ 127 + ) — 8129 t =2
127—113 -
% — 16384 > ¢ 197 197 -
1+ 127 + — 341504 t =3
\ 2 3 /

Es folgt ¢ = 2 und somit d = 5 oder d = 6. Bei 113 Infobits mit 14 Priifbits
konnen also 2 Fehler korrigiert werden oder es sind 4 (eventuell auch 5) Fehler
erkennbar.

(4) Nach der Hamming-Schranke konnten ein (20, 10),-Code mit ¢t = 2 und
ein (100, 50)2-Code mit ¢ = 11 existieren, wobei die Coderate jeweils 1/2 betrigt.
Durch 5-fache Wiederholung kann aus dem (20, 10)-Code ebenfalls ein (100, 50)-
Code konstruiert werden, indem die 10er-Abschnitte des 50er-Infowortes wie
beim (20, 10)-Code encodiert werden. Der so entstehende Code kann aber weder
11 noch 10 Fehler korrigieren, sondern weiterhin nur 2 Fehler, denn 3 Fehler in
einem 20er-Abschnitt sind nicht korrigierbar.

Gute Codes grofier Blocklinge konnen also nicht mit dem Wiederholungs-
prinzip aus Codes kurzer Blocklange erzeugt werden. [
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Der Begrift perfekter Code ist eigentlich iibertrieben, da perfekte Codes von
geringer praktischer Bedeutung sind. Perfekt sind nur die Hamming-Codes und
Golay-Codes (aufwendiger Beweis) sowie:

Satz 3.10. Der (n, 1)s- Wiederholungscode ist bei ungerader Blocklinge ein per-
fekter Code.

Beweis: Sei n = dyy, = 2t + 1 und sei y € E' beliebig: Fiir wy(y) < t gilt
dy(y,0) = wy(y) < tund fir wy(y) > t+ 1 gilt dyg(y, 1) = n —wy(y) <

t. Also folgt K;(0) U K;(1) = ' und somit schopfen die #-Kugeln um die
Codewdrter den Raum vollstandig aus. N



3.3 Schranken fir die Minimaldistanz / Gilbert-Varshamov-Schranke Teil 3, Seite 8

Die Singleton-, die Hamming- und die Plotkin-Schranke geben obere Grenzen
fiir einen Code mit gewissen Eigenschaften an, wobei die Existenz eines solchen
Codes nicht garantiert wird. Die folgende untere Schranke sichert dagegen die
Existenz eines Codes, womit allerdings wie beim Kanalcodierungstheorem nicht
die praktische Kenntnis des Codes verbunden ist:

Satz 3.12 (Gilbert-Varshamov-Schranke). FEs existiert immer ein linearer

(1, ky dimin)q-Code, sofern
Typ = Untere Schranke

dlnin_2 n — 1
( )(q — 1) <" (3.3.5)

r
r=0

gilt. Fiir verschiedene weitere Formen dieser Schranke siehe 2.B. [18, 115].

Obere vs. untere Schranke bezieht sich auf Existenz von Codes und hat nicht mit den Ungleichheitszeichen zu tun:

Obere Schranke: ,wenn Code existiert dann gilt Schranke” < ,,wenn Schranke verletzt ist dann existiert Code nicht”

Untere Schranke: ,,wenn Schranke gilt dann existiert Code”



3.3 Schranken fir die Minimaldistanz / Gilbert-Varshamov-Schranke / Beispiel Teil 3, Seite 9
Beispiel 3.7. Betrachte einen (63, k,5)s-Code, d.h. vorgegeben wird die
Blocklinge 63 und es wird die Korrektur von 2 Fehlern verlangt und dabei sollen
so wenig Priifstellen wie moglich verwendet werden. Aus der Hamming-Schranke
folgt:
~. (63
> ( ) = 1463+ 1953 = 2017 < 2" ",
r=0 r
Also existiert eventuell ein Code mit nur 11 Priifbits, d.h. & < 52. Aus der
Gilbert-Varshamov-Schranke folgt:
3 62
> ( ) = 1462 + 1891 + 37820 = 39774 < 2"*.
r=0 r
Also ist die Existenz eines Codes gesichert mit nur 16 Priifbits, d.h. k& > 47.
Tatsdchlich gibt es einen (63.51.5),-BCH-Code (siehe Tabelle 7.1), d.h. dieser
Code ist ziemlich gut und die Suche nach ei ych besseren Code lohnt hi e
ode ist ziemlich gut und die Suche nach einem noch besseren Code lohnt hier BCH code exists
kaum.
l k—
St 00— 0 00— —0— - - -
- 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 36

existence of codes
guaranteed
(lower GV bound)
untere Schranke

existence of codes
unclear from bounds

codes cannot exist
(upper Hamming bound)
obere Schranke

Figure 4.5. Gilbert-Varshamov and Hamming bounds for (63, k&, 5)2 codes



3.4 Asymptotische Schranken fiir die Minimaldistanz

Teil 3, Seite 10

Coderate ®©

/Grenzwert Hamming-Codes

Es wird jetzt der Fall n — oo bei konstanter Coderate R betrachtet, so dafi da-
mit auch & = Rn — oo impliziert wird. Fiir alle oberen bzw. unteren Schranken
aus dem vorangehenden Abschnitt gibt es asymptotische Formen, bei denen die

sogenannte Distanzrate doy, / n gegen einen Grenzwert bei n — oo konvergiert.

1.0
Bei den asymptotischen Schranken werden dann dieser Grenzwert der Distanz-
- rate und die Coderate direkt miteinander verkntipft. Nachfolgend werden nur
Binarcodes betrachtet.
08 - - g:ntgklfeton Singleton-Schranke: Aus (3.3.1) folgt direkt d,;,/n < (n—k+1)/nx=1-R
k| H;)mll‘:ing (upper bounds) und somit: g
N Elias R < 1-— 'I;m (3.4.1)
0.6
‘/n
Hamming-Schranke: Aus (3.3.2) folgt direkt 1 — R > n™" logQZ ( ) Die
i -
r=0
rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert nach Satz A.1 gegen die binare
0.4 1 Entropiefunktion, indem A = t/n & d,;./(2n) gesetzt wird:
4 dmin ‘
R < 1—-H, : (3.4.2)
2n
0.2 -
Gilbert—
1 Varshamov
(lower bound)
O T T T T L T T T T
0 0-2 04 Distanzor'aete dLnin 0-8 1'3\ Grenzwert Wiederholungscodes

Bild 3.4. Asymptotische Schranken
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In Bild 3.4 erfolgt ein Vergleich der asymptotischen Schranken, indem die
Coderate R als Funktion von d,;,/n dargestellt wird. Alle Codes liegen un-
ter den oberen Schranken, insbesondere also unter der Elias-Schranke, und
es gibt einige gute Codes oberhalb der unteren Gilbert-Varshamov-Schranke,
d.h. im schraffierten Bereich. Unterhalb des schraffierten Bereiches liegende Co-
des sind als schlecht anzusehen.

Nach der Gilbert-Varshamov-Schranke ist zumindest die Existenz von soge-
nannten asymptotisch_guten Codefamilien (ng, ks, dg) mit
ok, o, |
lim — >0 und lim — >0 (3.4.6)

S0 g §—00 g

garantiert. Dies erscheint auf den ersten Blick wenig bedeutsam und ganz selbst-
verstandlich, aber alle bekannten Codefamilien (abgesehen von verketteten Sy-
stemen) erfiillen diese Eigenschaft nicht und sind damit asymptotisch schlecht.
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Wie ist es eigentlich moglich, dafl es Codes gibt, die die Singleton-Schranke
(MDS-Codes) bzw. die Hamming-Schranke (perfekte Codes) annchmen, obwohl
die kleinere Elias-Schranke das scheinbar ausschlie3t? Wie vorangehend bereits
erwihnt liegt die Ursache darin. dafl bei allen bekannten Codefamilien entweder
die Coderate gegen Null oder die Distanzrate gegen Null konvergiert:

Singleton
Plotkin
Hamming
Elias

(obere Schranken)

Eingezeichnet sind hier die Codes der BCH-Familie (Details
spater) zu den Blocklangen n=31, 255, 1023.

Je groRer die Blocklange, desto schlechter die Codes im
Coderate-tber-Distanzrate Diagramm. Also scheinen die
BCH-Codes ungeeignet zu sein um das Shannon‘sche
Kanalcodierungstheorem zu erfiillen.

Gilbert—

1 Varshamov v{g?_sg Das ist aber nur ein Gesichtspunkt der BCH-Codes, der
: (Untere’Sclararile) asymptotische Codierungsgewinn und der
¢ @ @02 @ 04 08 e g8 10 Verarbeitungsaufwand sind weitere Gesichtspunkte.
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Grenzwerte in Diagramm der asymptotischen Schranken, Herleitung:

Details zu Hamming-Codes

Hammineg-Codes sind nach Satz 4.10 von der Form . .
siehe spater

('T?,, k* dmin)? — (2T — 1, N — o — 1j 3)2

und somit gilt R — 1 und d,;,/n — 0 fiir r — oo. Wiederholungscodes sind

nach Satz 3.10 von der Form
(n, k, dmin)o = 2n+1,1,2n+ 1)

mit R — 0 und d,;,,/n = 1.



3.5 Gewichtsverteilung

Teil 3, Seite 14

Zwar ist die Minimaldistanz der wichtigste Parameter eines Blockcodes, aber
zur Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit muf3 die gesamte sogenannte Ge-
wichtsverteilung bekannt sein:

Definition 3.7. Die Gewichtsverteilung (weight distribution) eines linearen
(n, b, dwin)q-Blockcodes ist ein Satz von Parametern Ay, ..., A,, wobei A, die

/

Anzahl der Codewdrter vom Hamminggewicht r bezeichnet. Der Gewichtsvertei-
lung ist in umkehrbar cindeutiger Weise cine Gewichtsfunktion (weight enume-
rator) zugeordnet, wobei Z nur ein formaler Platzhalter ist:

A(Z) = Z Az =Yzt (3.5.1)
r=0

acC

Es gelten folgende Eigenschaften:

A, =0fir 0 <r < dyn :

i A, = A(1) = ¢~. (3.5.6)
r=0

Beispiel 3.8. (1) Fiir den (7, 4, 3)o-Hamming-Code aus Beispiel 1.2 ergibt sich
Ag = A- =1 und A3 = Ay = 7 durch einfaches Abzahlen. Die Gewichtsvertei-
lung ist symmetrisch mit A(Z) =1+ Z"+7(Z3+ZY =277 A(Z71).

(2) Fiir den (n, 1, n)o-Wiederholungscode gilt offensichtlich A(Z) =1+ Z™.



3.6 Wahrscheinlichkeit unerkannter Fehler bei Fehlererkennungscodes

Teil 3, Seite 15

Satz 3.14 (Fehlererkennung). Vorausgesetzt wird ein linearer (n,k, dyin)q-
Code mit der Gewichtsverteilung Ao, ..., A, « A(Z). Bei Ubertragung iiber
den q-ndren symmetrischen Hard-Decision DMC mat der Symbol-Fehlerwahr-
scheinlichkeit p, kann die Wahrscheinlichkeit P, (ue = undetected error) eines

unentdeckbaren Fehlermusters exakt berechnet werden:

P, = Plecc\{0})= 3 Ar(qul) (1= poy 3.6.1)

r:dmin
Im bindren Fall wird P,. normalerweise mazrimal bei p. = 1/2 und ist dann
durch die Anzahl der Prifstellen exponentiell begrenzt:
2k — 1 —(n—Fk)
P, <|P.,.(p.=1/2) = o < 2 . (3.6.4)

Achtung: Fs gibt aber auch sogenannte improper Codes mit P, >> 27"k pe;
pe K 1/2. Deshalb wird (3.6.4) auch als triigerische Schranke bezeichnet.

Diese Formel erscheint
simpel aber dennoch sind
keine allgemein giltigen
Aussagen ableitbar.

Das rechte < gilt immer,
das linke < gilt bei improper
Codes jedoch nicht.

In technischen Anwendungen werden zur Fehlererkennung sogenannte CRC-Codes verwendet (siehe spater),

die noch weitere spezielle Eigenschaften aufweisen und garantiert nicht improper sind.



3.6 Wahrscheinlichkeit unerkannter Fehler bei Fehlererkennungscodes

Teil 3, Seite 16

Beispiel 3.9. (1) Fiir den (7,4, 3);-Hamming-Code aus Beispiel 3.8(1) gilt
Pue = 7’})’3(1 —pe)* + 7‘])?(1 —pe)’ + pz = Tp‘g — 21pff, + 21p‘2 — Tpﬁf + 'pf,_.

(2) Fiir den (n, 1, n)s-Wiederholungscode folgt aus der Definition von P,

direkt P,, = P(e = 11...1) = p. Das gleiche Ergebnis liefert A(Z) =1+ Z™

PuE — (1 _ ])e)ﬂ (“‘1 ( ])E ) N 1) ~ (1 _ ])Ei)n ])E: ; — ])2'
(1 o pe)n

In den Bildern:

(1) Wiederholungscode

(2) (7,3,4),-Code

(3) (7,4,3),-Hamming-Code

(4) Parity-Check Code

(5) Improper Code, absichtlich
ungunstig gewahlt

(6) uncodiert

PuelPd
PuelPd)

(5)

L L
0 0.0 0.1 0.16 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 045 0.5

p

e

Figure 4.7a. Undetected error probability (linearly scaled axes) Figure 4.7b. Undetected error probability (both axes logarithmically scaled)
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Beisiel ;. wncodiofe Gavlvgung
wivd besdrieben deexh (h(”(4/2”GoQ

GEMchH(}%f%/w , (r) che &k é@&ﬁzn
Pqe ({Q) YéK )(}, (/l/{o{/) -
- §0< )(’e/ (e ) _/f Qg)ff@/,oe)h
Vi A
¥

= 1~ (—p)
= P(e=0) Gehe (12.6)

fee



3.7 Fehlerwahrscheinlichkeit bei Hard-Decision
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—

o n
4 €M

Satz 3.15 (Fehlerkorrektur). Vorausgesetzt wird ein linearer (n,k, duyin)q-
Code mit t = |(dpyin — 1)/2] und ML-Decodierung. Bei Ubertragung tiber den
q-ndren symmetrischen Hard-Decision DMC mait der Symbol-Fehlerwahrschein-
lichkeit p. qilt fir die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit P,, folgende Abschdtzung:

r=0 r=t+1

t n
n r n—r n T n—r
P, < 1-)" (r)pe(l—pe) = > (r)pe(l—pe) -

(3.7.1)

Bei der Decodierung nach dem BMD-Prinzip oder beir perfekten Codes quilt

hier sogar Gleichheit, d.h. P, kann exakt berechnet werden.
Fehlerwahrscheinlichkeit P, gilt allgemein die Abschdtzung

i r 4t n
po< Y min{l,?z }C)pz‘(l—pe)“-

r=t+1

Fiir kleines p. gelten ndherungsweise die Abschitzungen:

A

L dmin
(t:l)piﬂ , b = min{l, . }-Pu,.

Fur die Bit-

(3.7.2)

(3.7.3)
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Beweis: Da das MLD-Prinzip besser als das BMD-Prinzip ist, braucht nur die

Gleichheit fiir BMD bewiesen zu werden. Eine korrekte BM-Decodierung erfolgt
genau dann, wenn maximal ¢ Fehler auftreten:

P, =1 — P(richtige Decodierung)

=1— Plwy(e)<t) = Plwy(e) >t+1)

—1 —ZP(u;H(e) =r) = Y Plwy(e)=r).

r=t+1

Die Anzahl der Fehler in einem Wort der Linge n ist nach (1.3.9) binomialver-

teilt:

T
? =

Plunte) =) = ("o -

Damit ist (3.7.1) bewiesen, wobei die Gleichheit in (3.7.1) auch direkt aus der
binomischen Formel (A.2.2) folgt.

Fiir kleines p. dominiert der erste Summand im rechten Term von (3.7.1). Fiir
P, gilt dabei (r +t)/k = (2t + 1)/k = dy;/k. Fir groferes p. werden die
Fehlerwahrscheinlichkeiten mit (3.7.3) aber eventuell unterschéitzt, so dafl sich
die obere Schranke in eine untere Schranke verwandeln kann. |
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Achtung: Schon bei einigermafien kleinen Werten von p. kann die Differenz
im linken Term von (3.7.1) numerisch kaum ausgewertet werden, so daff in diesem
Fall immer der rechte Term benutzt werden sollte.

Mit den Resultaten aus Satz 3.15 wurden die Bit- und Wort-Fehlerwahr-

scheinlichkeiten in den Bildern 1.10. 1.11, 3.5 sowie die BCH-Kurven in Ab-
schnitt 7.3 berechnet.

Beispiel 3.10. (1) Der (7,4, 3)>-Hamming-Code mit £ = 1 ist nach Beispiel
3.6(1) perfekt und somit gilt nach (3.7.1):

7 T | ] |
P.=1- (0)1)2(1 — pe) — (1)z)i(1 —p)® = 1—(1=po)" = Tpe(1 = pe)°

=1 — (1 —Tpe+21p —p>...) = Tpo(1 — 6pe +p>...)

( 7\ .
~21p? = (2)p§.

Damit wurde die Naherung (3.7.3) bestétigt. Der asymptotische Codierungsge-

winn betragt G, paa = 10 - log,,(4/7 - 2) = 0,6 dB.
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Satz 3.17 (AWGN). Vorausgesetzt wird ein linearer (n,k, d;,)2-Code mit
der Gewichtsverteilung Ao, . .., A, und ML-Decodierung. Bei der Ubertragung
tiber den AWGN mit g = 2 und vdealer Soft-Decision qilt fiir die Wort-Fehler-
wahrscheinlichkeit P, folgende Abschdtzung:

> 40 (,/ N) Z A Q( 2R ) . (3.8.5)

T=dmin T=dmin

ur ewnen quten Kanal mat grofsem No gilt naherungsweise:
F ten K [ t E,/No qilt nal

P, < A, . Q (\/QRdmmE) | (3.8.6)

No

Fir E,/Nog — oo qilt (3.8.6) sogar asymptotisch exakt.

Nach (3.8.6) und (A.3.18) gilt fiir den AWGN mit Soft-Decision ndherungs-
weise P, &~ const - P, &~ const - ¢ fdmin-Es/No ynd das wurde in (1.7.10) be-
nutzt zur Herleitung des asymptotischen Codierungsgewinns mit dem Ergebnis

Ca soft — 10 10&310<Rdmm> d.B
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Vorausgesetzt wird ein linearer (n, k),~-Code C. Nach Definition 3.3 ist die Co-
demenge C ein Vektorraum mit ¢* Wortern bzw. Vektoren. C kann auch als
Untervektorraum des Vektorraums " aller ¢" moglichen Waorter aufgefafit wer-
den. Fiir die Grundbegriffe zu Vektorraumen wird auf Abschnitt A.5 verwiesen.
Insbesondere ist jede Linearkombination von Codewortern wieder ein Codewort,

d.h.

[
a,l,...,a,zEC, Ctlj...,CIZEFq - E a;a; € C.
=1

Die maximale Anzahl der linear unabhéingigen Worter entspricht der Dimen-
ston des Vektorraums bzw. des Codes und wird als Dim(C) geschrieben. Klar
ist Dim(C) < n und weiter gilt sogar Dim(C) = k, da ein Vektorraum der Di-
mension & iiber [, genau ¢" Worter enthilt. Jede Auswahl von Dim(C) linear
unabhangigen Wortern bildet eine Basis fiir den Code.

Mit " werden die Worter bzw. Vektoren der Lange n mit Elementen aus
[, bezeichnet. Entsprechend steht Fqk’” fiir die Menge der (k,n)-dimensionalen
Matrizen mit Elementen aus [F,.
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Definition 4.1. Eine Matriz G € Fqk"n' hewfit Generatormatrix fir den linearen
(n, k),-Code C, wenn gilt:

(4.1.1)

Die Generatormatriz erzeugt den Code und liefert gleichzeitig eine Lincodiervor-
schrift, indem die Codewdrter in folgender Form erzeugt werden:

/ 90,0 cee Jo,n—1 \

(g, .. ap_1) = (Ugy. oy Up_q) -

\ Gk—1.0 S gk‘-—l,n—l )
= (UoGo,0 + - F Up—1Gk=1,05 - - - U0Jo,n—1 + T U1 Gk—1,n—1)

= u0(G0.0s -+ -2 Gon—1) + * F U1 (Gr—1.05 -+ » Th—1—1)-

Die Zeilen der Generatormatriz sollen linear unabhdangig sein und bilden deshalb

eine Basis fiir C mit Dim(C) = k.
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Die Zeilen der Generatormatrix sind offensichtlich Codewérter zu den Ein-
heitsvektoren als Infoworter. Jeder von einer Generatormatrix erzeugte Code ist
linear, denn aus a; = u; G folgt:

l

[ l
i=1 i=1 i=1
U

Der Zeilenrang (Spaltenrang) einer Matrix ist die Anzahl der linear unabhingi-
gen Zeilen (Spalten) bzw. die Dimension des davon erzeugten Vektorraums.
Zeilenrang und Spaltenrang stimmen iiberein und werden deshalb kurz Rang
genannt. Wegen n > k sind die Spalten der Generatormatrix natiirlich linear
abhingig.

Beispiel 4.1. Betrachte den (7,4),-Hamming-Code mit der aufzihlenden Be-
schreibung von C gemafl Beispiel 1.2. Eine passende Generatormatrix ist

10001011
0100]101
0010|1160
0001|111

G:

mit dem systematischen Encoder

(g, wy, U, uz) — (Ug, Uy, U, U, U + U + U3, U + U + U3, Uy + Uy + U3).

Zahlenbeispiel:

(1,1,0, 1) (1,1,0,1,0 + 1+ 1,1+ 0+ 1,1+ 1+ 1) = (1,1,0,1,0,0, 1).
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Satz 4.1 (Elementare Zeilenoperationen). FEs sci G cine Generatormatriz
fir den (n,k),-Code C. Dann sind in G die folgenden sogenannten elementaren
Zeilenoperationen erlaubt, ohne daff sich der Code dadurch dndert:

(1) Vertauschung zweier Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar ungleich Null.
(3) Addition einer mit einem Skalar multiplizierten Zeile zu einer anderen Zeile.

Also erzeugen die vier folgenden Generatormatrizen jeweils den gleichen Code:

(T U A T U A S U S A
g g; ag; gi
: : : (4.1.2)

g; g; + ag;

NE A T A U B Ry

Mit diesen elementaren Zeilenoperationen (sowie eventuell zusdtzlicher Spalten-
vertauschungen) kann G tberfiihrt werden in die sogenannte Zeilennormalform
(Gaufische Normalform, kanonische Staffelform, row echelon form):

Die Zeilennormalform entspricht
einem systematischen Encoder,
der also immer bei Blockcodes
erreicht werden kann.

G- (Ek ‘P). (4.1.3)

Daber ist Ey, € Fqk‘-k eine Finheitsmatric und P € IFqkm*"",
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Beispiel 4.2. Betrachte wieder den (7,4),-Hamming-Code. Nach den Beispie-
len 4.1 oder 1.2 sind 1111111, 1011010, 0110011, 1110000 jeweils Codewdrter.

Addiere Zeile 4 zu Zeile 1:

Wenn diese Codeworter linear unabhingig sind (was per Augenschein nicht so- é 2 g g [1] é }
fort entscheidbar ist), dann bilden diese Warter ebenfalls eine Basis und die G; = oo1oli1o
damit gebildete Generatormatrix G| mufl einen identischen Code erzeugen: 0oo1l111
Lriiinl Dies ist wieder die originale Generatormatrix aus Beispiel 4.1. [ |
1011010
Gi=1 0110011
1110000

Durch die elementaren Zeilenoperationen wird nun versucht, G, in G ayls Bei-
spiel 4.1 zu iiberfithren: Addiere Zeile 1 zu Zeile 2 und zu Zeile 4:

1111111
0100101
0110011
0001111

G, =

Addiere Zeile 2 zu Zeile 1 und zu Zeile 3:

1011010
0100101
Gs=1| 0010110 |°

0001111 - . . . - . . : ..
Offensichtlich ist die Minimaldistanz kleiner oder gleich dem minimalen

Hamminggewicht aller Zeilen der Generatormatrix, da die Zeilen Codeworter
sind. Das folgende Beispiel zeigt aber, dafl dy;, auch echt kleiner als das mini-
male Zeilengewicht sein kann:

Addiere Zeile 3 zu Zeile 1:

1001100
0100101
0010110
0001111

Gy

G = ( [lj i i (1] ) erzeugt  C = {0000, 1110,0111,1001}.
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Ein Code kann nicht nur iiber die Generatormatrix G definiert werden, sondern
auch tiber die nachfolgend erklirte Priifmatrix H . Eine moégliche Priifmatrix und
eine mogliche Generatormatrix kénnen jeweils auseinander hergeleitet werden.
Ferner wird iiber die Priifmatrix in Abschnitt 4.6 das zentrale Konzept des
Syndroms eingefiihrt.
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Definition 4.2. Eine Matric H € IE;,”_I“’” heifst Priifmatrix (Parity Check Ma-
trix) fiir den linearen (n, k),-Code C, wenn gilt:

Dabei hat das Nullwort die Ldnge n — k. Fiir die Codewdrter a € C qilt also
aHT = 0 und fiir alle anderen Worter a & C qilt aHT # 0. C heifst auch
Nullraum von H bzw. Zeilenraum von G.

Wie die Generatormatrix wird auch die Priifmatrix durch den Code keines-
falls eindeutig bestimmt:

Satz 4.2. Die Priifmatric H hat den maximal moglichen Rang n — k und es
sind die elementaren Zeilenoperationen fir H erlaubt — aber nicht fir HT'!
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Satz 4.3. Der lineare (n, k),-Code C werde erzeugt durch die Generatormatriz
G € I[“qk’”. Dann gilt:

(1) Die Matriz H € Fq”_k’” ist eine Prifmatriz fiir C genaw dann, wenn qilt:
H+0 wd GH!=0. (4.2.2)

(2) Wenn G = (Ek ‘ P) eine systematische Generatormatriz mit der Einheits-

matriz Ey € I[“qk’k und der Matriz P € Fqk*”_k ist, dann wird eine Priifmatrix
gegeben durch

11::(—.PT‘£%4J. (4.2.3)

Beispiel 4.3. (1) Fiir den (7,4),-Hamming-Code ist G aus Beispiel 4.1 be-
kannt und H wird geméf (4.2.3) gebildet:

o000t

a-| VY CH=1|1011l010
VO LOTLLO | 1101001
00011111
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H:

G:(1|11

(3) Fiir den (n,n — 1)y-Parity Check Code ergibt sich H direkt und daraus

folgt G:

!
\ 1

Mit G wird eine Encodierung bewirkt, bei der das Priifbit vorangestellt ist. Aus
dem Code selbst ist die Encodierung nicht ablesbar (siehe dazu auch Beispiel

1.1).

11)

L)

/1
1
H =

¥

H:(1|1 1

1

(2) Fiir den (n, 1)o-Wiederholungscode ergibt sich G direkt und daraus folgt

\

L)

L),
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Eine einfache Berechnung der Minimaldistanz aus der Generatormatrix ist
wie erwihnt nicht moglich. Jedoch gilt folgender Zusammenhang, der bereits
beim Beweis der Gilbert-Varshamov-Schranke aus Satz 3.12 angewendet wurde:

Satz 4.4. Esset H € Fq”_k’” eine Priiffmatrix fir den (n, k, dyi)q-Code C. Dann Dieser Satz bildet
ist die Minimaldistanz dyi, die minimale Anzahl der linear abhdngigen Spalten die Grundlage fiir
m H, d.h.: die Herleitung der

Jede Auswahl von dyim — 1 Spalten ist linear unabhdngig und es gibt minde- Hamming-Codes

stens eine Auswahl von dy;, linear abhdngigen Spalten.

Aus diesem Satz ergibt sich iibrigens direkt die Singleton-Schranke aus Satz
3.7 Da die Spalten der Priifmatrix die Lange n — & haben, kann es maximal
n — k linear unabhingige Spalten geben. Also folgt dpin — 1 < n — k.
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Definition 4.3. Zum (n.k),-Code C gehire die Generatormatriz G € Iﬁ‘qk"” und
die Priifmatric H € Fqn_k’”:

Durch H als Generatormatriz bzw. G als Priifmatriz wird ein (n,n — k),-
Code erzeugt, der als dualer Code Ct bezeichnet wird.

Fiir beliebige a = uG € C und b = vH € C* ist das Skalarprodukt Null,
denn es gilt ab’ = uGH"vT = wov” = 0.

Beispiel 4.5. (1) Aufgrund von Beispiel 4.3(2,3) sind der (n, 1)s-Wiederho-
lungscode und der (n,n — 1)s-Parity Check Code dual zueinander.

(2) Dual zum (7,4),-Hamming-Code C ist der durch H aus Beispiel 4.3(1)
generierte (7.3)9-Code

C+ = {0000 000, 0111 100,
1101 001, 1010 101,
1011 010, 1100 110,
0110 011, 0001 111 }.

Offensichtlich sind die 16 Woérter aus C und die 8 Wérter aus C+ jeweils ortho-
gonal zueinander. |
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Bisher wurde nur der (7.4)s-Hamming-Code behandelt. Die Hamming-Codes
bilden jedoch eine ganze Klasse von 1-Fehler-korrigierenden bzw. 2-Fehler-
erkennenden Codes mit einer gegen 1 konvergierenden Coderate:

Satz 4.10. Ein (n,k,dpin)q = (n.n —r.3),-Hamming-Code der Ordnung r ist
durch

qr' —1 r—1

S 2 ...
n —1 Tq+q T

definiert. Hamming-Codes existieren fiir alle Ordnungen und sind perfekt. Bis
auf Permutationen (d.h. Spaltenvertauschungen bzw. Aquivalenzen) ist der Code
cindeutiq bestimmt. Nur fiir r =2 liegt_ein MDS-Code vor.

Speziell fiir g = 2 liegt ein|(2" — 1,2" — r — 1, 3)9-Code |vor, Beispiele sind

also
(3,1), (7.4), (15,11), (31,26), (63,57), ...

In diesem Fall enthdlt die Priifmatriz als Spalten die 2" — 1 wverschiedenen
Bindarwérter der Lange r (abgesehen vom Nullwort).



4.4 Hamming-Codes Teil 3, Seite 35

Beispiel 4.8. (1) Die Priifmatrix des (7,4, 3)s-Hamming-Codes der Ordnung
r = 3 aus Beispiel 4.3(1) ist entsprechend Satz 4.10 konstruiert.

(2) Fiir den (15,11, 3)2-Hamming-Code der Ordnung r» = 4 kann H wie
folgt gewahlt werden:
00001T111111{1000
01110001111/0100
1011011001 1({00T10
11011010101/0001

H:

Es gibt genau 15 Binédrspalten der Linge 4, wenn von der Nullspalte abgesehen
wird. Die vier Einheitsvektoren sind rechts zur Einheitsmatrix zusammengefaf3t
und die restlichen 11 Spalten sind als Dualzahlen geordnet. |
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The colored hats puzzle is a nice example for the successful application of Ham-
ming codes to prc;blems which do not seem to be connected to communic?.tions
or coding. This puzzle was first published as an article which appeared in the
Science Times section of the New York Times of April 10th, 2001.

The puzzle is stated as follows: Each player of a team is randomly and
independently assigned to wear a colored hat (either red=0 or blue=1). Each
player views the colors of his other teammates (but can not see his own color),
and then tries to guess the color of his own hat. No communication is allowe.d
between the players except for a strategy session before the game begins. It is
allowed that some players do not guess and remain neutral. The team wins a
prize if at least one player guesses his own color correctly and no player guesses

incorrectly. Vice versa, the team loses if there are no guesses or at least one
player guesses incorrectly.

On the first view, the team seems to have a chance of winning of only 50%.
However, with a smart strategy, the chance of winning is almost 100%. More
precisely, if the number of players has the form n = 2" — 1, then the chance of
winning is n/(n + 1).

The smart strategy is defined as follows. Let ¥ = (yo,-.. ,¥n—1) be a vector
representing the colors of the n hats. Let C be the (27—1,2"—r—1, 3), Hamming
code. By viewing his teammates, the i-th player knows the two vectors

a; = (y07 o e 7yi—‘lao:yi+17 » i :yn—l)a
bi = (yOa cee 5y Yiza, 17 Yit1s-- - ;yn.—l)

Auf den ersten Blick betragt die
Gewinnchance des Teams nur 50%, da
die Kenntnis der Hutfarben der
Mitspieler keine Information Uber die
eigene Hutfarbe vermittelt

... aber mit der richtigen Strategie und
Hamming-Codes kann das Team fast
immer gewinnen

... und das ist vollkommen gegen die
Anschauung

Folgerung: man darf sich von der
Anschauung inspirieren lassen aber am
Ende zahlt nur der exakte
mathematische Beweis!
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and guesses the color of his own hat as follows: Strategie des Teams

a; €C and b; ¢ C = neutral
a; €Cand b; ¢C = guessl
a; ¢Cand b €eC = guess 0

The fourth case a; € C and b; € C is not possible since dx(a;, b;) = 1, however,
C has a minimum Hamming distance of 3.

Now we compute the chance of winning. Two cases have to be distinguished. Der Beweis der Gewinnchance ist eher
Firstly, }f y € C, then all players guess 1pconectly and the.team loses. Secondly, 5de und bietet keine weiteren
we consider the case of y € C. Since C is perfect, there exists exactly one c € C
with dg(y, ¢) = 1. Let [ be the position where the two vectors differ.

The I-th player guesses as follows: if @; € C, then he guesses 1 and a; # ¥
since y ¢ C. Hence, @; = ¢ € C and b, = y and so his guess is correct. The same
arguments also show a correct guess in case of b € C. All other s-th players
with s # [ remain neutral since a; ¢ C and b, ¢ C.

In summary, in case of y & C one player guesses correctly and all other
players remain neutral. Hence

Erkenntnisse.

P(y ¢C)=2n~2k —1-9(B_1_97=1—(n+1)t= ——
2 n+1

is the teams’s winning chance.
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Von geringer theoretischer aber grofier praktischer Bedeutung sind folgende Mo-
difikationen, die zu Codes mit gedinderten Parametern fiihren:

Definition 4.6. Lin (n.k, dym),-Code kann wie folgt zu einem (n'. K. dl ;. )q-
C'ode verdndert werden:

(1) Beim Expandieren (extending) werden zusdtzliche Priifbits angehdngt:
n>n k=k R <R d. > dum.

‘min

(2) Beim Punktieren (puncturing) werden Priifbits unterdriickt:
n<n, K=k R >R d. <dyn.

‘min

(3) Beim Verlingern (lengthening) werden zusdtzliche Infobits angehdngt:
n>n kK>k n-F=n—Fk R >R, d. <dnjn

‘min

(4) Beim Verkiirzen (shortening) werden Infobits unterdriickt:
n<n, K<k n-F=n—FkF R<R, d. > dj-

‘min

Offensichtlich sind die Modifikationen 1 und 2 sowie 3 und 4 jeweils invers
zueinander.

Am wichtigsten sind Punktieren und
Verkirzen.

Diese Modifikationen haben keinen
tiefsinnigen codierungstheoretischen
Hintergrund, sondern sind einfach
praktisch erforderlich wenn die
Kanalcodierung auch die (wenig
vornehme) Aufgabe hat, eine
Anpassung zwischen Infobitrate r,
und Codebitrate r_ zu vermitteln.



